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多重分数傅里叶变换全息防伪术
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提要 基于分数傅里叶变换全息图（+,-.）的记录和再现的特殊性，提出一种记录多重全息图的新方法，可发展一
种多重 +,-.防伪术。即利用简单的分数傅里叶变换系统，并改变其分数阶，就可以很方便地在一块感光板上分别
记录多个物体（或同一物体的不同部分）在不同位置上的不同阶的 +,-.。制作了多重分数傅里叶变换全息图，讨
论了其防伪特性，并获得了满意的再现结果。
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) 引 言

自 W>HL788提出用普通透镜实现分数傅里叶变
换（+,-）后，为分数傅里叶变换在光学中的应用开
辟了广阔的领域［) X ’］。分数傅里叶变换全息图

（+,-.）是基于 +,-的一种新型全息图［#，*］，它是利
用物光波经分数傅里叶变换后的光波与参考光波干

涉所形成的干涉图样，即分数傅里叶变换全息图记

录的是物光波经特定阶分数傅里叶变换的波前。因

此，+,-.既记录有物光波的信息，又记录有分数傅
里叶变换系统的信息。为了利用 +,-.再现原物体
的像，用原参考光照明全息图后，还须使全息图再现

的波前再经过一个与原记录系统的变换阶相匹配的

另一分数傅里叶变换系统后才能成像。

本文提出，基于 +,-.的记录和再现的特殊性，
可发展一种记录多重全息图的新方法，即利用简单

的分数傅里叶变换系统，并改变其分数阶，就可以很

方便的在一块感光板上分别记录多个物体（或同一

物体的不同部分）在不同位置上的不同阶的 +,-.。
它需要多个不同变换阶的分数傅里叶变换系统才能

在空间不同位置上分别再现所记录的物体完全相同

的图像。由于这些信息分布在三维空间的不同位置

和不同方位上，又需要不同阶的分数傅里叶变换系
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统才能准确再现，具有多个防伪自由度，因此可以制

成一种新的光学安全认证系统或防伪系统，使其具

有较高的防伪力度。

! 多重分数傅里叶变换全息图的记录
和再现光路

! "" 记录光路
多重分数傅里叶变换全息图（#$%&’(）记录光

路如图 )所示，设多个物体（或将一个物体分割为几
个部分）分别处在不同的位置上，即物函数分别为

!*（"*，#*，$*），!*%（"* & ’*，#* & (*，$*%），!*)（"* *
’*，#* * (*，$*)），!*!（"*，#*，$*!），⋯⋯；对应于各个
物函数的 +)，+)%，+))，+)!，⋯⋯阶分数傅里叶变换
分别为 !)（")，#)，$*），!)%（") & ’)，#) & ()，$*%），
!))（") * ’)，#) * ()，$*)），!)!（")，#)，$)!），⋯⋯。其

中 ’*，(*，’)，()均为常数。引入参考光 ,分别和各
个物体的分数傅里叶变换光场干涉，经过多次曝光

后，在同一块感光板上记录了多个物体不同阶的分

数傅里叶变换全息图。

! "! 再现光路
如图 !，用原参考光 , 照明全息图，将再现出物

光波 !*（"*，#*，$*），!*%（"* & ’*，#* & (*，$*%），!*)（"*
* ’*，#* * (*，$*)），!*!（"*，#*，$*!），⋯⋯ 分别经
+)，+)%，+))，+)!，⋯⋯ 阶分数傅里叶变换后的光
场。然后对分数傅里叶变换全息图再现的各个光场

实行逆变换，或前后移动透镜 - 实行与原变换阶数
+)，+)%，+))，+)!，⋯⋯ 相匹配的 +!，+!%，+!)，+!!，
⋯⋯ 阶变换，（如 +) & +! . !，+)% & +!% . !，+)) &
+!) . !，+)! & +!! . !，⋯⋯），则在不同输出面的
不同位置上可分别得到像 !!，!!%，!!)，!!!，⋯⋯。

图 ) #$%&’(记录光路
%+,") &-./01+2, /3 #$%&’(

图 ! #$%&’(再现光路
%+,"! &-./24506.5+/2 /3 #$%&’(

7 记录和再现原理

# "" 记录
为分析简单起见，我们以二重分数傅里叶变换

全息图（8$%&’(）为例说明 #$%&’(的记录和再现
原理。%&’(是在分数傅里叶变换域上用全息的方
法记录下物光波的分数傅里叶变换分布。二重分数

傅里叶变换全息图就是在同一块感光板上记录二个

不同物体的不同阶分数傅里叶变换全息图，记录光

路如图 7所示。
图中 !*（"*）与 !*%（"*）是二个不同的物函数，

!)（")）与 !)%（")）分别对应于 !*（"*）与 !*%（"*）的

+)与 +)% 阶分数傅里叶变换，即
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图 ! "#$%&’记录光路
$()*! %+,-./(0) -1 "#$%&’

!2（"2）# $%2［!3（"3）］#

!
4
&4 ’%2
（"3，"2）!3（"3）/"3［5］ （2）

!2(（"2(）# $%2(［!3(（"3）］#

!
4
&4 ’%2(
（"3，"2(）!3(（"3）/"3 （6）

式中 ’%2
，’%2(
分别为相应的 $%&的核函数。

对于 7-89:00 !型光学装置［;］，透镜的焦距 )
与输入面到透镜的距离 * 应满足条件

) # )2 + <(0（%! + 6）

* # )2=:0（%! + 5） （!）

式中 )2 # )·<(0（%! + 6）称为标准焦距。将（!）式代
入（2）与（6）式，可得

!2（"2）#!!3（"3）+>?｛,!（"36 - "26）+

［")<(0（%2! + 6）=:0（%2! + 6）］｝.

+>?｛& ,6!"3 "2 +［")<(06（%2! + 6）］｝/"3
（5）

!2(（"2(）#!!3(（"3）+>?｛,!（"36 - "2(6）+

［")<(0（%2(! + 6）=:0（%2(! + 6）］｝.

+>?｛& ,6!"3 "2( +［")<(06（%2(! + 6）］｝/"3
（@）

其中"为记录光波长。设 /为记录时的参考光，两次
曝光时间为 02和 06，在线性记录条件下，全息图的振
幅透射系数#1 与曝光量成正比，即

#1 " 02 !2（"2）- / 6 - 06 !2(（"2(）- / 6 #

02（ !2
6 - / 6）- 02!2

#/ - 02!2/# -

06（ !2( 6 - / 6）- 06!2(#/ - 06!2(/#

（A）
! *" 再现
由原参考光 / 照明全息图，将再现出物光波

!3（"3）和 !3(（"3）分别经 %2，%2(阶分数傅里叶变换

后的光场。由式（A）得再现光波为

, # 02［ !2（"2）6 - / 6］/ - 02!2（"2）#/6 -

02!2（"2） / 6 - 06［ !2(（"2(）6 - / 6］/ -

06!2(（"2(）#/6 - 06!2(（"2(） / 6 （;）
（;）式中第一、四两项包含零级光和晕轮光；第二、五
两项是共轭像项；第三、六两项是原始像项。单独考

虑原始像项

02 / 6!2（"2）# 02 / 6$%2［!3（"3）］

06 / 6!2(（"2(）# 06 / 6$%2(［!3(（"3
}）］（B）

其复振幅为

2 # 02 / 6!2（"）- 06 / 6 !2(（"2(） （C）
强度为：3 " 22#。
要得到物体 !3（"3）与 !3(（"3）的像，需对全息

图的再现光场实行与原变换阶 %2，%2(相匹配的%6，

%6( 阶分数傅里叶变换。两原始像项再分别经 %6，

%6( 阶分数傅里叶变换到达输出面 "6和 "6(，其光场
分布为

!6（"6）# $%6｛02 / 6$%2［!3（"3）］｝#

02 / 6$%2- %6［!3（"3）］

!6(（"6(）# $%6(｛06 / 6$%2(［!3(（"3）］｝#

06 / 6$%2( - %6(［!3(（"3










）］

（23）
根据分数傅里叶变换的周期性，当 %2 - %6 # 5

或 %2( - %6( # 5时，在输出面上将获得物体的等大
而正立的像。特别是

当 %2 - %6 # 6时，

!6（"6）" $6［!3（"3）］# !3（& "3）（22:）
当 %2( - %6( # 6时，

!6(（"6(）" $6［!3(（"3）］# !3(（& "3）（22D）
即最后的再现光场是相应的物光场的坐标反演。在

二个不同输出面上将分别获得与原物等大而倒立的

像，如图 5 所示。也就是说，利用 $%& 的周期性和
再现像的位置与再现系统及分数阶有关的特性，可

在不同位置再现出不同物体的像，而其余信息则形

成背景噪声。

由上面分析可知，普通的多重菲涅耳全息图是

通过旋转全息干版来记录的；而多重分数傅里叶变

换全息图是基于分数傅里叶变换，通过改变分数阶
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来实现的，它具有更大的灵活性。多重分数傅里叶

变换全息图不仅记录了多个不同物体的信息，而且

还记录了相应多个系统的信息，如透镜的焦距 !，物
体与透镜的距离 "!，""，"# 等，由它们所决定的分数
阶可作为新的密钥。此外多重分数傅里叶变换全息

图的多个再现像一般在多个不同的位置，只需适当

选取记录时物体与透镜远近不同的距离 "!，"!#，"!$，

⋯⋯便可使多个再现像之间的距离在很大范围内

变化。如果多个物体 %$（&$），%$#（&$），%$$（&$），⋯⋯
分别处在物面多个不同位置（如上下或左右错开），

则再现时零级光产生的噪声对某一个再现像的影响

可忽略，且可减少多个再现像的交叉影响，此时某一

物体的再现像位置处的背景噪声将大为减少。

图 % &’()*+再现光路
(,-.% )/012345604,12 17 &’()*+

图 8 9’()*+实验再现结果图
(,-.8 )/012345604,12 5/36:43 17 9’()*+

*;/ 75<04,12<: 15=/5，（<）’! ( ! )8，’" ( $ )8，"" > ?@ .A BB，*! > ? 3；（C）’!# ( ! )"8，’"# ( $ )@8，""# > !?8." BB，*" > !$ 3；

（0）’!$ ( ! )$$，’"$ ( ! )$$，""$ > #$$ BB，*# > !" 3

% 实 验

以三重分数傅里叶变换全息图为例，它的记录

过程分三步进行：!）先用经扩束的平行 +/’D/激光
照明透明物体 %$（&$），（即“!”），参考光 + 与物光
大约成 #$,角，透镜焦距 ! > #$$ BB，分数傅里叶变
换阶为 ’! ( ! )8，第一次曝光时间 *! > ? 3。"）保持
参考光 + 与物体的照明光不变，换上另一透明物体
%$#（&$），（即“人像”），透镜的焦距仍为 ! > #$$ BB，

此时的分数傅里叶变换阶为 ’!# ( !E"8，再对全息
干版进行第二次曝光，曝光时间 *" > !$ 3。#）仍然
保持参考光 + 与物体的照明光不变，再换上另一离
轴透明物体 %$$（&$），（即“光”），透镜的焦距仍为 !
> #$$ BB，此时的分数傅里叶变换阶为 ’!$ ( !E$$，
再对全息干版进行第三次曝光，曝光时间 *" > !" 3。
经显影、定影得 9’()*+。

图 8是用 FF&记录的实验结果，即是用原参考
光照射，再分别经相匹配的分数傅里叶变换后（即解

码）所观察到的像。图 8（<）中再现系统的分数阶为
’" ( $E8，相应的 "" > ?@EA BB，此时输出面只有一
个清晰的像，即“!”，而另二个物体的像则为模糊的
背景噪声，无法辨认。图 8（C）中，再现系统的分数
阶为 ’"# ( $E@8，相应的 ""# > !?8E" BB，此时输出
面也只有一个清晰的像，即“人像”，而“!”和“光”的
像则为模糊的背景噪声，无法辨认。图 8（0）中，再
现系统的分数阶为 ’"$ ( !E$$，相应的 ""$ > #$$
BB，此时输出面也只有一个清晰的像，即“光”，而
“!”和“人像”的像则为模糊的背景噪声，无法辨认。
实验表明，在同一块感光板上对三个不同物体分别

用不同的分数阶 ’!，’!#，’!$ 的变换系统记录，则在
其相匹配的 ’"，’"#，’"$ 阶变换系统中再现时，各自
输出面的位置是不一样的。
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! 防伪特性

由于多重分数傅里叶变换全息图不仅记录了多

个不同物体的信息（或分别记录了一个物体的不同

部分的信息），而且还分别记录了相应的多个变换系

统的信息，如每个系统透镜的焦距 !，物体与透镜的
距离 ""，"#，"$，⋯⋯。因此在记录多重分数傅里叶变
换全息图时，可分别对每个物体进行尺度编码，为了

读出经编码的多个物体的信息，每个物体再现像所

对应的分数傅里叶变换系统的分数阶必须与其相应

记录系统的分数阶匹配，我们可依据能否在多个特

定的分数傅里叶变换系统的输出面分别再现出所有

被记录物体清晰的像，来判断全息图的真伪。

利用多重分数傅里叶变换全息图记录和再现条

件的这些特殊性，可以制成一种光学安全认证系统，

使其与普通多重曝光全息图或单次曝光分数傅里叶

变换全息图相比具有更高的安全认证可靠性与防伪

力度，能广泛用于钞票、证件、商标的制作中。
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