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声光效应拉曼%内斯方程矩阵级数解法及

声光调制器优化设计
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提要 提出一种求解正常声光相互作用拉曼%内斯（)*+*,%-*./）方程的矩阵级数解法，该解法直观方便且具有普遍

性。计算结果表明，对 ! " 01(!，23*44 衍射的效率只有 ’&1#5；对非对称入射，以往的 )*+*,%-*./ 近似解误差较

大；指出提高 23*44 衍射效率的有效途径在于提高声光频率比并给出计算声光器件最优长度的计算公式。
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( 引 言

声光效应在很多方面都有重要的应用。例如，

它可 用 于 激 光 束 偏 转［(，"］、激 光 显 示［V，0］、激 光 记

录［V，0］、激光打印［V］，激光器主动锁模、腔倒空［(，0］、

激光 排 版［0］、光 信 号 处 理 如 实 时 傅 里 叶 光 谱 分

析［(，#］以及激光频率调制［(，V］等等。但是，作为应用

基础的声光耦合波动方程———拉曼%内斯（)*+*,%
-*./）方程［9］，其求解是非常困难的，因为在一般情

况下，它不存在解析解而只能在一定条件下求出其

近似解，所以，)*+*,%-*./ 方程存在多种解法。WFK@,
和 ?>>X 的 工 作［&］有 极 大 的 代 表 性，他 们 给 出 了

)*+*,%-*./ 衍射和 23*44 衍射的近似解析解，又给出

了其他几种情况下的数值解。由数值解，他们给出

了 23*44 衍射的条件。文献［$］由此条件引出声光

调制器的特征长度概念。这些研究结果长期以来被

广泛引用并被当作声光器件设计的理论依据。但

是，我们发现已有工作仍存在着一些问题。首先，虽

然 )*+*,%-*./ 近似能给出各级的解，但其解法不甚

合理，因为它在位相失配项中丢掉一个级序参数但

又保留了与角度有关的参数"。这样，随着"的增

大，结果误差会变得越来越大。其次，对 23*44 近似

解析解，由于在近似过程中丢掉一些级序，得出了衍

射一级光效率为 (，存在着一定的误差。第三，由

23*44 衍射的条件引出的声光器件特征长度的概念

是无意义的，它会对应用者产生误导。此外，以往用
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于数值计算的差分方法应用起来也不甚方便。众所

周知，声光器件几乎具有电光器件所具有的功能，且

一个声光器件又能起到多种功能的作用，这是电光

器件所望尘莫及的。随着光电子技术的发展，声光

器件的应用将会越来越广泛，所以，寻找一种求解

!"#"$%&"’( 方程的方便方法将是有意义的。本文提

出一种矩阵级数解法，该解法直观方便且具有普遍

性。我们用这种方法，借助计算机对 !"#"$%&"’( 方

程进行求解，再与以往的工作相比较，发现对 ! "
)*+!，,-".. 衍射的效率只有 /0*12；对非对称入

射，以往的 !"#"$%&"’( 近似解误差较大；本文还指

出以往文献提出的声光器件特征长度概念的不合理

性，指出提高 ,-".. 衍射效率的有效途径在于提高

声光频率比并给出计算声光器件最优长度的计算公

式。这些结果，可供声光器件的设计者参考。

3 矩阵级数解法

正常声光相互作用遵从如下 !"#"$%&"’( 方程

4
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则上方程可化为

4
40.%（0）" .%’+（0）’ .%(+（0）(

)·1·%（% ’ 3"）.%（0） （<）

式中，+ 为本底折射率，!+ 为声致折射变化，#5 为

光真空中波数，#为光在介质中波数（# " +#5），%为

光在真空中的波长，’为声波波数，&为声波波长，

$, 为入射角，) " ’! +。0（#）为相移随 # 的变化函

数，反映了声波对光波位相的影响随 # 的变化。为与

解析解法相比较，设( " 32& ，其中 2 为换能器长

度，由此可得：0 "(# / 32 。下面的讨论中，均取 # "
2，这样可得到各级衍射光的衍射效率，因此，下面

均有：0 "(/ 3。.，"，1，0，(均为无量纲量。方程组

（<）是一个无穷方程组，在一般情况下，它无解析解。

=>?:$ 和 @77A 在文献［0］中对两种特殊情况下求出

近似解析解，对其他一些情况则用差分方法求出数

值解。应该指出，其数值解也不是完整的。我们在

这里提出一种矩阵级数解法。矩阵级数解法基于如

下物理考虑：一个实际的声光效应过程，可观察的衍

射光级序是有限的，即较高级的级序可忽略不计。

这样，就可将无穷方程（<）截断，使其变成一个有限

一阶常微分方程

4.
40 " 3. （/）

其系数矩阵为

3 "
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! 是一常数矩阵，其中 "# $ %·&·#（# ’ !!）。根

据常微分方程理论［"］，方程组（"）有矩阵级数解

( $ )!*(# $

+ , !* , $
!！

!! *! , $
%！

!% *% ,( )⋯ (#

（$!）

其中 + 为单位矩阵，(# 为边界条件矩阵，选 (# $
（· · # # $ # # · ·）-，这里 - 表示矩

阵转置，其中矩阵元 $ 对应零级序。这样选择边界条

件后，各级衍射光的衍射效率"# $ (#（*）!。

% 数值结果及讨论

这里提出的矩阵级数解法具有通用性，它能求

出显异于零的各级衍射光的解。可看出，矩阵级数

解法由三参数!，& 和 * 决定。对于一定的实验条

件，三参数确定，也就对应了确定的解。三参数由其

对应表达式里的物理参数决定，而对任意一组确定

的物理参数都能给出确定的解。它能给出所有显异

于零的级，包括那些看起来影响不大的级，不需要为

了方便求解而舍弃高阶衍射级。因此，矩阵级数解

法具有很大的适用性。

矩阵级数解法可利用计算机求解，它能达到很

好的近似程度。应用求解程序解方程时还可以根据

需要确定系数矩阵的阶数，求出所需的任意级的解。

只是矩阵越大，对计算机硬件的要求也越高。不过，

目前流行的 &’ 机都能满足一般求解的需要。与以

往的解法相比，矩阵级数解法有其明显的优点。以

往的解法由四参数!，.，#和/ 决定 。与矩阵级数解

法的三参数一样，!，. 和#都是无量纲量。但 / 和方

程（$）的系数都是有量纲的。参数取值时也要考虑

到相应的量纲。以往的数值解法直接对方程（$）求

解，而将求解结果作为选择解析解法近似条件的依

据，这 样 就 会 出 现 一 些 问 题，将 在 下 面 讨 论。而

()*)+,-)./ 方程经变换为方程（!）后，系数变为无量

纲的量，把物理模型完全转化为纯数求解，这样，既

能达到减少参数的目的，又可避免直接求解方程（$）

带来的一些问题。另外，对应确定的四参数的值，以

往的解法是［0］：当 . 很小时（满足 ()*)+,-)./ 条件

.! #1%），作 ()*)+,-)./ 衍射近似，此时能得出各

级衍射光的衍射效率，但其解在斜入射时高级序误

差较大，因为它在位相失配项 % #.!0（# ’ !!）$# 的括

号中丢掉级序参数 # 但又保留与角度参数有关的

!。当 . 很大时（满足23)44条件 ."5%），作23)44衍

射近似，此时忽略了二级及以上各级，故只能给出零

级和一级的解。如果都不满足上述两种条件（即 .
不大也不小），则不能给出解析解，方程只能通过其

他方法给出数值解。

矩阵级数解法的参数 & 与以往解法的参数. 关

系为：& $ . 1#。以往解法以 . 为参数作为衍射类型

的判据，矩阵级数解法则以 & 表征一级衍射最大效

率的发展趋势。& 的表达式中不含器件长度参数 0。

& 与光声波长比的平方成正比，又与折射率改变绝

对值的幅值成反比。容易改变实验条件以改变参数

& 的值。作为应用的例子，下面我们将给出一些用矩

阵级数解法算出的结果并与以往的结果进行比较。

我们同时列出对应的 &，. 值以作对比。

表 $ 给出了几个典型!值下 ()*)+,-)./ 衍射

解析解和矩阵解法的计算结果。可见，对 ()*)+,
-)./ 衍射，解析解和矩阵级数解法均能给出各级衍

射效率，但解析解永远关于零级对称，且随着级序和

入射角（更确切地说，随!）的增大，解析解的误差增

大（表 $ 的相对误差为矩阵解法的结果与解析解之

差对矩阵解法的结果的比值的绝对值）。由（5）式，

我们知道对低声频的声光效应，!可以取很大的值。

注意我们用以计算的参数# $ 6 和 . 7 #1!!5%5 完

全满足文献［0］给出的 ()*)+,-)./ 近似条件，所以，

()*)+,-)./ 解析解不能很好地描写物理实在，而矩

阵级数解法则能全面反映入射角对效率分布的影

响。

对 23)44 衍射，解析解因为仅考虑零级和一级

衍射光而忽略其他各级衍射光的影响，由此得出在

23)44 入射角时（即! $ #18），一级光的衍射效率为

$。矩阵级数解法考虑到所有显异于零级序衍射光的

影响，因而一级效率不可能为 $。例如，当 & $ 51$，#
$%，! $ #18 矩阵级数解法得到的一级光的衍射效

率虽然也达到最大值，但只有 #1"08。图 $ 反映了一

级光最大衍射效率和 & 值及相应的#值的关系，.
值曲线也画上以作比较。其中#和 . 的单位为%，但

. 的值按 $ 1 !的比例作出。由此看出，虽然 . 随& 单

调递增，但 & 增大（. 增大），"并非随 . 作单调递

增，"2& 曲线呈起伏状，在 & 较小时也可能获得较高

的效率（很明显，& $ # 38时，"有极大值 #19!8，比 &
$ $时" $ #10!!大得多）。因此，. 不能成为效率高

低的判据。应该指出，对小的 &，"的最大值并不在#
$%处。当 & " ! 时，"的最大值才约在# $%处。

0"80 期 黎永航 等：声光效应拉曼,内斯方程矩阵级数解法及声光调制器优化设计



表 ! 解析解与矩阵级数解在不同!值下的比较

"#$%& ! ’()*#+,-(. (/ 01& 02( +&-3%0- #0 4,//&+&.0!

! " ! #!"#"$ ! " % （$ " ! #&&’"’）

" " ! " " (! " " &!

)*+,*
-./01234/0
5607236.

879,*34/0
5607236.

:,0/23;,
,**6* < =

-./01234/0
5607236.

879,*34/0
5607236.

:,0/23;,
,**6* < =

-./01234/0
5607236.

879,*34/0
5607236.

:,0/23;,
,**6* < =

% !>!%!’’ !>!?"@’ (&>"! !>!(&#" ">&@ A (!B " &@%>$% &>’& A (!B % ’ >&& A (!B @ ?%&@>@@
? !>("((( !>(&@%# (>$! !>!?%&# !>!&’’& ("!>’" #>?" A (!B ? " >@’ A (!B % (@%">((
’ !>(&#$( !>("’?( ’>$( !>(’"$# !>(!%’ "?>"( (>?$ A (!B " & >(@ A (!B ’ %"(>$&
" !>!("(# !>!(%#’ &(>"! !>(?’&" !>(@("# (’>$% !>!&!#" %>@& A (!B " &!’>!!
& !>!?@$$ !>!?$’% !>#$ !>!(&!( !>!"@!$ %@>’# !>("$( !>!$&?@ ?!>&?
( !>!#%?? !>!#$!@ ">&! !>!$(!# !>!#@"’ (%>&? !>"&"@# !>""((( &>($
! !>!&&%$ !>!&’&? %>’" !>!??(’ !>!?@&$ ?>’! !>!&$&% !>!"&!’ @>%@

B ( !>!#%?? !>!#$!@ ">&! !>!$(!# !>(!(%@ (!>’" !>"&"@# !>&$$ @>"&
B & !>!?@$$ !>!?$’% !>#$ !>!(&!( &>$’ A (!B " "!@>%! !>("$( !>(#$% &&>??
B " !>!("(# !>!(%#’ &(>"! !>(?’&" !>((@(? "!>?’ !>!&!#" !>!’@#( ?#>’’
B ’ !>(&#$( !>("’?( ’>$( !>(’"$# !>(?$!? $>’@ (>?$ A (!B " @ >%& A (!B " @(>?&
B ? !>("((( !>(&@%# (>$! !>!?%&# !>!@$’$ "#>(& #>?" A (!B ? ( >(% A (!B " $">?(
B % !>!%!’’ !>!?"@’ (&>"! !>!(&#" !>!"!(& ?#>#’ &>’& A (!B % ( >&@ A (!B ’ $@>((

图 ( 一级衍射光最大效率与相应 !，!的关系曲线

C3D>( E/F +3GG*/4236. ,GG343,.41 6G 2H, G3*52 6*+,*
;,*575 2H, 46**,5I6.+3.D ! /.+!

文献［@］中，由 J*/DD 衍射条件 $ ! ’#引入器

件特征长度的概念，特征长度定义为

%! " $
&

% " &$&

%!

再把 J*/DD 衍射条件表述为 % ! &%!，用以指导声光

器件的设计会对设计者产生误导。由图 ( 曲线可得，

!!&时，效率的最大值约在! "#处。更一般地，效

率的最大值约在! "（& ’ ( (）#处（见图&），这里 ’ "
!，(，&，⋯。但因 ’ ) !时，如图 &所示，一级光衍射效

率不再随!作单调变化，故在实际应用中，一般取一

级光最大衍射效率对应! "#。令 !& 9/F 表示折射

率改变量绝对值的幅值，这时，器件的最优长度由下

式决定

&# !& 9/F%
%!465&*

"#

可得

% " %!465&*
& !& 9/F

"
%!

& !& 9/F

可见，一旦光波波长（或频率）确定，% 的最优值已由

此式确定。最优长度依赖于光波长和 !& 9/F 而不

依赖于声波的波长，它不是一个可任选的独立参数。

对给定的%! 和声波功率上限，选择声光品质因数高

的材料，可获得大的 !& 9/F，将器件做得尽可能地

短。反过来，增长 %，目的在于用尽可能低的驱动功

率。但驱动功率的最大值必须使得 !& 9/F 满足上

式。所以特征长度 %! 的引入毫无意义，要提高衍射

效率，不能通过加长器件来达到，更大但不合适的 %
值都只能导致效率降低。由图(看到，当 !!(K@时，

! 越大，一级光衍射效率越高。注意 ! 的表达式，我

们知道，如果声波的频率已确定，就尽可能地选低频

的光波；如果光波长已确定，可通过加大声波频率来

达到。这两种方法，目的都是提高声光频率比，但从

（%）式知道用大%! 不利于用低的驱动功率获得大的

调制幅度，所以，对低功率运转的器件，提高声频更

有利。再注意 ! 的表达式，它也含有 !& ，最小 !
值（!93.）对应 !& 9/F。如将声光器件用于模拟信号

的调制，则是通过改变超声的功率从而改变!&。

!& 与声波功率 + 有关系 !& & # +［@］，!& 变

小时 ! 要增大。

图 " 给 出 了 几 个 !93. 下 一 级 衍 射 光 效 率 随

（ !& , !& 9/F）
& 的变化规律。其中 !93. " ! #?，(，

@$? 中 国 激 光 &$ 卷



图 ! 一级衍射光效率随!而变化（! " "）

#$%&! ’$(()*+,$-. /(($+$/.+0 -( ,1/ ($)2, -)3/)
4/)252!（! " "）

图 6 一级衍射光效率随（ !# $ !# 7*8）
! 的变化规律

#$%&6 ’$(()*+,$-. /(($+$/.+0 -( ,1/ ($)2, -)3/)

4/)252（ !# $ !# 7*8）
!

9 %:，9 %;，! 和 "分别对应最大的!值!7*8 " 9 %<"，9 %
:"，9 %!"，9 %9"，"和"。由图 6 看出，当 !7$. ! 9 %;
时，一级光衍射效率随（ !# $ !# 7*8）

!（即驱动功

率）的增大而增大。所以，设计器件时应同时照顾到

最优的 & 和 !7$.。应该先选尽可能短的光波波长，由

最大 声 波 功 率 ’ 和 材 料 声 光 品 质 因 数 确 定

!# 7*8，从而确定最优的器件长度 &，再由所需的

衍射效率确定 !7$.（乘上"即(），最后确定声频。应

该指出的是，我们不能盲目追求高的 !7$.（或 (）值，

因为高频声光器件的成本比低频的要昂贵得多，如

果不需要很高的衍射效率且不要求有线性的调制，

如前所述，选用 ! " = %:，也可获得 ;:) 的最大衍射

效率。而 !7$. " ! %:（( " ! %:"）时，最大衍射效率已

达 = %<"。如果将图 9 用于振幅调制器件的设计，应将

图中的 ! 看成为!7$.。从线性调制的角度看，!7$. "
9 比大的 !7$. 更优，因为其线性调制区的频率更高。

最后指出，文献［>］给出的数值计算差分方法，

在实际应用中不如本文提出的矩阵级数方法方便易

用。本文提出的方法，极易用现有的计算机软件，如

?*,1+*3> 实现，所以有明显的优点。但有一点必须

提及，在应用矩阵级数解法时，必须用#$* " 9作为

收敛判据，选定系数矩阵的阶数。一般对大一点的 !
值，矩阵的阶数可选为 :或 6，而对小一点的 ! 值，阶

数可适当增大。另外，当 ! 和 + 较小时，矩阵级数收

敛较快，我们还能直接写出各级衍射光光场复振幅

的级数解解析表达式。

" 结 论

求解正常声光相互作用 @*7*.AB*,1 方程的矩

阵级数解法直观方便且具有普遍性。用本方法计算

结果表明，对 ( " " %9"，C)*%% 衍射的效率只有 <> &
:D；对非对称入射，以往的 @*7*.AB*,1 近似解误差

较大；本文还指出以往文献提出的声光器件特征长

度概念的不合理性，提出了提高一级衍射效率的有

效途径及声光器件最优长度设计公式。这对声光器

件的设计具有重要的指导意义。
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