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夏克%哈特曼传感器任意形状孔径波前的

模式重构及*+,-./+多项式描述

段海峰，杨泽平，王淑青，张雨东
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提要 根据高等代数内积和欧氏空间的概念及线性无关向量正交化方法，提出了在任意形状区域上，利用*+,-./+
多项式在给定区域的正交化方法，通过线性变换生成一组新的正交多项式，实现在任意区域哈特曼%夏克波前传感

器的相位模式重构的方法，并通过线性反变换，实现任意区域的波前相位的*+,-./+多项式表示。
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1B;L/%2;,IO;--（12）波前传感器已被广泛用

于自适应光学系统［(］，它可以用很高的采样频率同

时测量出光场的相位分布和强度分布，而且还可以

事先用一束高质量的参考光标定，从而在现场测量

时无需参考光，对环境的要求不象干涉仪那样敏感。

因此，12波前传感器已成功用于激光光束质量诊

断、光学元件和光学系统检测、大气扰动测量等诸多

领域［"")］。

12测量的是波前相位斜率，需要经过波前复

原求出相位值。复原的方法主要有区域法［#］和模

式法两类［’］。区域法是利用子孔径四邻位置的测

量数据估计中心点相位，适用于圆域和非圆域的波

前重建［&］；模式法是将全孔径的波前相位展成不同

的正交模式，然后用全孔径的测量数据计算各模式

系数，得到完整的波前展开式，从而求得波前相位。

由于模式法中*+,-./+多项式的圆域正交性，并且

其各阶模式与光学设计中的1+E+M像差（如：离焦、

像散、彗差等）系数相对应，因此在圆瞳孔径上常用

其作为正交基进行波前重构。

对于非圆瞳光学系统，例如第T代HVW装置激

光光束为方形，许多大型望远镜的光瞳孔径为环形。

在这些非圆瞳光学系统中使用12波前传感器测量

相位分布时，由于*+,-./+多项式的非正交性，因此

不能再用它作为正交基进行波前模式重构，而需选

用其 他 正 交 多 项 式。 例 如，针 对 环 形 孔 采 用

*+,-./+%3;I.;-［$］，*+,-./+%X;B;Y;-［0］多项式，针对方

形孔 采 用Z+=+-E,+［(!］多 项 式。文 献［((］为 了 用

*+,-./+多项式直观表示被测光学系统的波前相位，

针对方形孔首先采用Z+=+-E,+多项式进行模式重

构，然 后 将 重 构 模 式 系 数 通 过 线 性 变 换，计 算 出
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!"#$%&"多项式系数，从而实现了方孔径波前像差的

!"#$%&"多项式描述。

但是上述多项式只能针对某种特定形状的孔

径，缺少通用性，无法实现任意形状孔径的光束波前

模式重建。本文在研究应用于’()系统方孔径激

光光束近场位相测量的*+传感器波前模式重构

中，应用线性代数理论，根据!"#$%&"多项式在非圆

域上,#-.矩阵的性质选择其阶项，使其彼此线性

无关，然 后 通 过 ,#-.矩 阵 的 正 交 分 解 或 ,#-./
*01.%23正交化方法，构造一组正交基矢量，从而实

现方孔径的*+波前模式重构。而且应用这一方

法，还可实现任意形状孔径上的光束波前模式重建

及!"#$%&"多项式描述。

4 波 前 模 式 重 构 的 数 学 基 础———

,#-.矩阵和正交向量基

根据高等代数理论［45］，线性空间是三维几何空

间的抽象，对线性空间域!上任意两个实变实值函

数"，#，关系式

（"，#）$!
!
"（%）#（%）2&% （4）

是空间域!上的内积。带有内积（"，#）的!构成无

限维欧氏空间，并称"，#为欧氏空间的向量。对于

欧氏空间的’个向量(4，(5，⋯，(’，其,#-.矩阵定

义为

)（(4，(5，⋯，(’）$
（(4，(4）（(4，(5） ⋯ （(4，(’）

（(5，(4）（(5，(5） ⋯ （(5，(’）

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

（(’，(4）（(’，(5） ⋯ （(’，(’

"

#

$

%）

（5）

其中，(4，(5，⋯，(’ 线性无关的充要条件是其,#-.
矩阵是正定阵。

对于,#-.矩阵的正交分解方法，由于,#-.矩

阵是实对称正定矩阵，则必存在酉阵*，使

*+)*$2%-6（!4，!5，⋯，!’） （7）

其中，!4，!5，⋯，!’为)的特征值，*为)的特征向

量且满足*+$*&4，作线性变换

,$*+- （8）

其中，,$（.4.5⋯.’）/，-$（(4(5⋯(’）/，*+
为两向量的线性转换矩阵。由向量,的,#-.矩阵

可知
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2%-6（!4，!5，⋯，!’） （9）

由广义+-2-.-#2不等式定理可知，,为欧氏

空间的一组正交向量。因此，欧氏空间的向量"以,
为正交向量基可实现正交分解。

5 圆域!"#$%&"波前模式重构

在单位圆!（%&4）上，由!"#$%&"多项式性质

可知：!"#$%&"多项式04，05，⋯，0’ 彼此正交，单位

圆上的像差可由（:）式唯一表示

"（#，$）$%
1
(101（#，$）2& （:）

其中，&为残差项。圆域*/+传感器模式法重构波

前的算法表述为［:］

’3 $4’- （;）

’- $42 ’3 （<）

其中，’3为5564维*/+传感器子孔径斜率值，’-
为’64维待定!"#$%&"模式系数向量，’4 为556
’维重构矩阵，5 为*/+子孔径数，’为波前重构

模式函数的项数。

7 非圆域波前模式重构

为既便于分析，又不失一般性，非圆域区域定义

在单位圆的内接区域，即

!（=->（%）&4） （?）

选取’项!"#$%&"多项式作为非圆域的一组向

量，根据（4），（5）式，计算出这组向量的,#-.矩阵，

并分析它们的线性相关性。若这’个向量线性相

关，则可从中选取5 个向量构成一个新的向量组0
$（04，05，⋯，05）/，使它们彼此线性无关，再根据

（7），（8）式对新向量组0作正交化处理，从而得到

一组在给定区域上正交的向量组,$（,4，,5，⋯，

,’）/，且,满足

,$*+0 （4@）

其中，*+为由向量组0的,#-.矩阵确定的线性变
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换矩阵。

根据（!），（"）式的重构方法，以向量!作为正

交基矢量进行波前模式重构，得到重构系数向量"!
#（$#，$$，⋯，$%）&，由（#%）式，可计算出非圆域波

前&’()*+’模式展开系数"’，实现非圆域&’()*+’
模式波前描述

"’#("! （##）

, 仿真结果

本文采用文献［#-］的&’()*+’多项式计算公

式，选取的重构区域为方形和环形，通过对前,,阶

&’()*+’多 项 式 在（.）式 定 义 的 区 域（ 方 形 域

)（（ * !"$／$）#（ + !"$／$）），环域)（%/,!
,!#）0(12矩阵的分析，得出这,,项&’()*+’多项

式向量在方形域和环域线性无关。根据（#）!（#%）

所述的正交和重构方法，生成正交向量组，实现波前

重建。并 根 据（##）式，完 成 非 圆 域 波 前 像 差 的

&’()*+’模式描述。

在仿真过程中，我们选取的34传感器的子孔

径数为#%5#%，选取前-6阶&’()*+’多项式作为波

前像差的模式重构向量。首先根据夫琅和费衍射理

论，仿真生成带有各种波前像差的光束在34传感

器上形成的778光斑点阵，采用质心法计算34各

子孔径的斜率，依式（!）!（##），根据子孔径的斜率

值重构波前。表#，$分别为方形、环形区域的部分

&’()*+’多项式重构波前。

图#为前-6项各项&’()*+’多项式波前重构精

度，（1）为方形区域重构精度，（9）为环形区域重构精

度。

对前-6项各项&’()*+’多项式波前重构的性能

表# 方形区域的部分&’()*+’多项式重构波前

:19;’# <’=>)?@(A=@*>)*21B’?>C&’()*+’D>;E)>2*1;?
*)?FA1(’G>)’

表$ 环形区域的部分&’()*+’多项式重构波前

:19;’$ <’=>)?@(A=@*>)*21B’?>C&’()*+’D>;E)>2*1;?
*)1))A;1(G>)’

仿真后，接下来讨论它们对由多项&’()*+’多项式构成的组

合像差波前进行探测及波前重构的情况，根据实际波前常见

的像差模式分布，选取前几项&’()*+’多项式有较大系数，而

后面的&’()*+’多项式系数较小。图$为一组组合波像差的

原始波前和重构波前，图中（1）为原始波前，（9）为重构波前。

图# 前-6项各项&’()*+’多项式波前重构精度

（1）方形光瞳孔径；（9）环形光瞳孔径

H*BI# <’?*JA1;<K3’((>(?C>(@L’C*(?@-6&’()*+’2>J’;?
（1）?FA1(’G>)’；（9）1))A;1(G>)’
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!"#$%&&&$!，’()#*%+$,+! !"#$%*-.,!，’()#*%+&-.!
（/） （0）

（1）234/567896

!"#$%*:-:!，’()#1%*&$:! !"#&%&+-1!，’()#1%*-.$!
（/） （0）

（-）/994;/57896
图- 组合波前相差重构

（/）原始波前；（0）重构波前

<=>%- ?8@0=9/A85=/;B/C6D589A56E892A54EA=89
（/）B/C6D589AF6D=96F0GH659=I6@8F6;；（0）B/C6D589A8D56E892A54EA=89

$ 结 论

本文应用线性代数中线性无关和正交化知识，

建立了一个具有普遍性的夏克J哈特曼波前传感器

模式重构的数学模型，通过方形域和环形域的波前

重构仿真实验结果表明：根据H659=I6多项式在非

圆域的正交化方法，可实现夏克J哈特曼波前传感器

任意形状孔径的波前位相模式重构，并通过线性变

换实现波前的H659=I6多项式表示，从而更直观地

实现任意形状孔径波前像差H659=I6多项式描述。
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