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二维信号 +,-./0 分布的数值计算
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提要 +,-./0 分布函数作为一个同时表达空间 1频率变量的函数，在光学领域中有着广泛的应用。提出了二维信

号 +,-./0 分布函数的数值计算方法，并模拟了一些二维实信号（圆孔，圆环和方孔）的 +,-./0 分布函数。
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’ 引 言

+,-./0 分布函数是 ’)3" 年 +,-./0 提出的，用于

热力学的量子力学描述［’］。当初，+,-./0 分布并没

有引起广泛的注意，直到最近，才发现 +,-./0 分布

在科 学 和 工 程 技 术 应 用 中 大 有 作 为。’)&$ 年

X@MN,@@.M 把 +,-./0 分布函数引入到了光学中［"］，作

为一个同时表达空间域和频率域的函数。这种对空

间域和频率域的同时表述，使它既能表达几何光学

的概念，又体现了信息光学的特征，所以引起了广泛

的关注，是当今光学研究中一个较为热门的话题。

作为一个可以同时对频率域和空间域进行分析

的表达式，它可以应用在用 695: 矩阵表示的一阶

光学系统中［3］（包括薄透镜系统、自由空间传播、无

像差成像系统、放大系统、傅里叶变换系统等），也可

以运用在部分相干光传输［*］、光学位相、空间、光束

质量因子的分析，光学系统的成像质量，以及波动光

学的其他领域［#，(］。

+,-./0 分布函数一个最重要的运用是：它还可

以运用于信号分析、纹理信息处理和图像识别［&，$］。

传统的信号分析和图像识别都是用傅里叶变换，但

是傅里叶只包含频率信息或只包含空间信息。而二

维信号的 +,-./0 分布函数同时包括空间信息和频

率信息（方向信息），它是四维函数，在图像识别中可

以作为一种编码方式，它包括有大量的信息量。

到目 前 为 止，国 外 文 献 中 研 究 的 二 维 信 号
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!"#$%& 分布的产生一般是采用光学的方法，用数值

计算的方法来产生 !"#$%& 分布函数也只是限于一

维信号，由于二维信号的 !"#$%& 分布函数包括有四

维变量（二维空间变量和二维频率变量），运算比较

复杂，目前它的数值计算方法还没有报道。

本文介绍了二维信号的 !"#$%& 分布的数值计

算方法，并模拟了一些二维实信号的 !"#$%& 分布函

数。

’ !"#$%& 分布函数

二维信号 !（"，#）的 !"#$%& 分布函数定义为：

!"#$%& 分布函数在空间域为

$!（"，#；%，&）’!
(
! " ( )

’ ")，# ( )
’( )#) *

!" " + )
’ ")，# + )

’( )#) *

%*+［+ ,’!（%") ( &#)）］,"),#) （)）

!"#$%& 分布函数在频率域为

$!（"，#；%，&）’!
(
- % ( )

’ %)，& ( )
’( )&) *

-" % + )
’ %)，& + )

’( )&) *

%*+［ ,’!（"%) ( #&)）］,%),&) （’）

式中 "，# 为空间变量，%，& 为频率变量，, 表示虚数，

“"”号表示复共轭，- 为 ! 的傅里叶变换。!"#$%&
有以下一些特征：

) ） !"#$%& 分 布 函 数 是 厄 米 特 式

! " ( )
’ ")，# ( )

’( )#) !" " + )
’ ")，# + )

’( )#) 的

傅里叶变换，它是实函数。

’）给定一频率值（%，&）对 $! 在空间变量（"，

#）范围内进行积分为该频率的能量谱密度；而给定

一空间点（"，#），对 $! 在频率变量（%，&）范围内进

行积分为该点的区域功率

!
(
$!（"，#；%，&）,",# ’ -（%，&）’ （-）

)
’( )!

’

!
(
$!（"，#；%，&）,%,& ’ !（"，#）’（.）

-）当频率 %，& 为（/，/）时，$! 为信号 !（"，#）的

自卷积，当空间坐标（ "，#）为（/，/）时，$! 为频率

-（%，&）的自卷积

$!（"，#；/，/）’!
(
! " ( )

’ ")，# ( )
’( )#) *

!" " + )
’ ")，# + )

’( )#) ,"),#) （0）
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’( )&) *

!" % + )
’ %)，& + )

’( )&) ,%),&) （1）

- !"#$%& 分布函数的计算

! "# $%&’() 分布函数的计算过程

根据 !"#$%& 分布函数的定义，令：" ’ )
’ ")，#

’ )
’ #)，（)）式变成

$!（"，#；%，&）’!
(
!（" ("，# (#）!"（" +"，# +#）*

%*+［+ ,’!（’%" ( ’&#）］,’",’# ’
.!

(
!（" ( "，# ( #）!"［+（" + "，# + #）］*

%*+［+ ,’!（’%" ( ’&#）］,",# （2）

上式可以解释成：将函数 !（"，#）做两次平移，第一

次将函数由原点平移到点（+ "，+ #），形成函数 !（"
( "，. ( #），第二次将函数由原点平移到点（"，#），

形成函数 !（" + "，# + #），再在平面内绕其自身中

心转 )3//，并取其复共轭，形成函数 !"［+（" + "，#
+ #）］，两函数重叠的区域形成 !（"( "，#( #）!"［+

（" + "，# + #）］，再对其进行傅里叶变换，就是函数

!（"，#）的 !"#$%&分布。当 !（"，#）为实函数时，它的

复共轭为其本身。二维实信号 !（" ( "，# ( #）!"［+
（" + "，# + #）］的形成过程如图 ) 所示，注意公式

（1）中的傅里叶变换，其指数式中多了个 ’ 的倍数。

图 ) !（" ( "，# ( #）!"［+（" + "，# + #）］的形成过程

4"#5) 46&789"6$ 6: +&6,;<9

!（" ( "，# ( #）!"［+（" + "，# + #）］

文献［=，)/］提出了光学产生二维实信号 !"#$%&
分布函数的方法。

! "* $%&’() 分布函数的模拟

在实际的信号分析过程中，为了便于数值计算
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和处理，往往把一个连续的量表示成离散的。

众所周知，离散的二维傅里叶变换可由下式来

表示

!（!，"）" #
#$!

% " "
#
&$!

’ " "
(（%，’）#$%［$ )（%! * ’"）］

（&）

其中 ! " ’+$
# ，+ " "，!，⋯，# $ !

" " ’ ,$
& ，, " "，!，⋯，& $ !

%，’ 为空间变量，!，"为频率变量，#，& 为信号 ( 在

-，. 方向上的取样点数，) 表示虚数。离散傅里叶变

换以 ’$为周期。

将公式（(）的 )*+,#- 分布式表示成离散形式

/(（%，’；!，"）" .#
#$!

+ " "
#
&$!

, " "
(（+ * %，, * ’）0

(!［$（+ $ %，, $ ’）］#$%［$ ’ )（+! * ,"）］（/）

其中 ! " ’+$
# ，+ " "，!，⋯，# $ !

" " ’ ,$
& ，, " "，!，⋯，& $ !

当二维实信号为圆孔时，信号 (（-，.）可以写

成

(（+，,）"
!，+’ * ,’" 1’

"，+’ * ,’ 2 1{ ’
（!"）

其中 1 为圆孔的半径。

对于二维实信号为圆环的情况，信号 (（-，.）可

以写成

(（+，,）"
!， 3’" +’ * ,’" 1’

"， +’ * ,’ 4 3’ 或 +’ * ,’ 2 1{ ’

（!!）

其中 3 为圆环的内径，1 为圆环的外径。

当二维实信号为方孔时，信号 (（-，.）可以写成

(（+，,）"
!， $ 5

’ " +，, "
5
’

"， +，, 4 $ 5
’ 或 +，, 2 5{

’

（!’）

其中 5 为方孔的边长。

将公式（!"），（!!）和（!’）代入公式（/）中，经过

计算机计算，可以得出圆孔、圆环和方孔空间变量

（’，%）在不同位置时的 )*+,#- 分布，图 ’ 显示了圆

和圆环上各点的 )*+,#- 分布。图中圆的半径为 0
11，圆上各点的坐标从点 " 到点 . 分别为（"，"），

（"23，"23），（!2"，!2"），（!23，!23），（’2"，’2"），左侧

图从 上 到 下 分 别 显 示 了 各 点 的 (（- * -6 7 ’，. *

.6 7 ’）(!（- $ -6 7 ’，. $ .6 7 ’）和 /(（-，.；8，9）。从上

到下 显 示 的 )*+,#- 分 布 分 别 为 /(（"，"；8，9），

/(（"23，"23；8，9），/(（!2"，!2"；8，9），/(（!23，!23；

8，9），/(（’2"，’2"；8，9）。右侧图中圆环的内圆半

径为 ’ 11，外圆半径为 0 11。图中各点坐标从 " 到

3 分别为（"，"），（"2’3，"2’3），（"2&，"2&），（!24，!24），

（’2’3，’2’3），（’23，’23），从上到下分别显示了 ! 点

到 3 点的 )*+,#- 分布 /(（"2’3，"2’3；8，9），/(（"2&，

"2&；8，9），/(（!24，!24；8，9），/(（’2’3，’2’3；8，9），

/(（’23，’23；8，9），点 " 为中心点，由于圆本身是对

称的，它的 )*+,#- 分布为其本身的傅里叶变换。

图 ’ 圆和圆环的 )*+,#- 分布

左侧图为圆上点 "，!，’，0，. 的 (（ - * -6 7’，. * .6 7’）(!（ - $ -6 7’，

. $ .6 7’）和相应的 )*+,#- 分布，右侧图为圆环上点 !，’，0，.，3 的

(（ - * -6 7’，. * .6 7’）(!（ - $ -6 7’，. $ .6 7’）和 相 应 的

)*+,#- 分布

5*+6’ )*+,#- 7*89-*:;9*<,8 <= > ?*-?@# >,7 >, >,,;@;8
AB# @#=9 8*7# >-# 9B# =;,?9*<, %-<7;?98 (（ - * -6 7’，. * .6 7’）(!（ - $
-6 7’，. $ .6 7’）>,7 ?<--#8%<,7*,+ )*+,#- 7*89-*:;9*<,8 <= %<*,98 "，!，’，

0，. <= 9B# ?*-?@#，>,7 9B# -*+B9 8*7# >-# 9B# =;,?9*<, %-<7;?98 (（ - *

-6 7’，. * .6 7’）(!（ - $ -6 7’，. $ .6 7’）>,7 ?<--#8%<,7*,+ )*+,#-

7*89-*:;9*<,8 <= %<*,98 !，’，0，.，>,7 3 <= 9B# >,,;@;8

图 0 显示了方形的 )*+,#- 分布，点 " 为中心点

（"，"），点 ! 到点 3 的坐标分别为（"，"23），（"，!2"），

（"，!23），（"，’2"），（"，’23），它们的 )*+,#- 分布分别

为 /(（"，"23；8，9），/(（"，!2"；8，9），/(（"，!23；8，

9），/(（"，’2"；8，9），/(（’23，’23；8，9），点 4 到 点
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!" 的坐标分别为（"#$，"#$），（!#"，!#"），（!#$，!#$），

（%#"，%#"），（%#$，%#$），它们的 &’()*+ 分布分别为

!"（"#$，"#$；#，$），!"（!#"，!#"；#，$），!"（!#$，!#$；

#，$），!"（%#"，%#"；#，$），!"（%#$，%#$；#，$）， 由 于

方形本身的对称性，点 " 的 &’()*+ 分布为其本身的

傅里叶变换。

图 , 方形的 &’()*+ 分布

左侧图为方形上点 !，%，,，- 和 $ 的 "（ % & %’ (%，) & )’ (%）"!（ % *
%’ (%，) * )’ (%）和相应的 &’()*+ 分布，右侧图为方形上点 .，/，0，1 和

!" 的 "（ % & %’ (%，) & )’ (%）"!（ % * %’ (%，) * )’ (%）和 相 应 的

&’()*+ 分布

2’(3, &’()*+ 4’56+’786’9)5 9: 5;8<+* +*=6<)(>*
?@* >*:6 5’4* <+* 6@* :8)=6’9) A+948=65 "（ % & %’ (%，) & )’ (%）"!（ % * %’ (%，

) * )’ (%）<)4 6@* =9++*5A9)4’)( &’()*+ 4’56+’786’9)5 9: A9’)65 !，%，,，-，<)4

$ 9) 6@* +*=6<)(>*，<)4 6@* +’(@6 5’4* <+* 6@* :8)=6’9) A+948=65 "（ % & %’ (%，

) & )’ (%）"!（ % * %’ (%，) * )’ (%） <)4 6@* =9++*5A9)4’)( &’()*+

4’56+’786’9)5 9: A9’)65 .，/，0，1，<)4 !" 9)

6@* +*=6<)(>*

上述 &’()*+ 分布的计算，取样点数 +，, 都取

!""" 个点，&’()*+ 分布灰度图的灰度级为 %!"即 !"%-
级灰度级。上述利用公式（0）模拟的二维实信号的

&’()*+ 分布的计算结果和文献［0］中用光学方法计

算 &’()*+ 分布的结果相一致。

- 结 论

&’()*+ 分布函数同时能在空间域和频率域作为

编码信号的特征信息，它可以应用于数字图像的处

理过程中，如对图像纹理特征的识别和统计归类，航

空摄影中不同地貌质地的识别［/］等。

&’()*+ 分布函数还可以应用在一阶光学系统和

部分相干光等其他领域中。光学中，&’()*+ 分布函

数的研究，具有极重要的意义。

本文阐述了 &’()*+ 分布函数的计算方法，并模

拟了一些孔径的 &’()*+ 分布，理论结果和用光学方

法产生 &’()*+ 分布函数的实验结果相吻合。
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