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四路激光跟踪测量系统最佳测量区域

和系统自标定

林永兵，张国雄，李 真，李杏华
（天津大学精密仪器与光电子工程学院 精密测试技术及仪器国家重点实验室，天津 )!!!&"）

提要 研究了系统最佳布局下的最佳测量区域问题，给出了几何精度衰减因子 *+,* 在三维空间内的变化规律。

通过计算机仿真研究了最佳测量布局对系统自标定的影响规律，指出最佳测量布局中的标称配置对系统自标定精

度的影响最小，同时这种布局有着最小的几何精度衰减因子。
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’ 引 言

由于系统的最佳测量布局是针对某一特定点

的，而实际测量时往往不是一个点，而是某一块区

域，因此，我们首先来研究四路激光跟踪干涉仪处于

最佳测量布局时的最佳测量区域问题，这对于实际

测量时如何选取合理的测量区域是很重要的。系统

布局不仅影响系统测量过程，而且还影响系统自标

定过程，四路激光跟踪干涉仪的最佳测量布局对于

系统自标定来说未必是最优的。因此，通过计算机

仿真研究了最佳测量布局对系统自标定的影响规

律，并与其他布局下的自标定结果进行了对比。最

后得出结论，最佳测量布局中的标称配置无论对于

系统自标定还是实际测量都是最优的。

" 最佳测量区域

对于空间一个点的定位精度可以借助于导航学

中位置精度衰减因子（*+,*）的概念来描述［’］。而

位置精度衰减因子的大小仅取决于被测点到 T 个基

点构成的 T 个矢量的方向余弦，更确切地说，*+,*
值仅取决于被测点到 T 个基点连线的夹角大小，而
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与被测点到基点的长度以及坐标系的选取无关。显

然，对于一定的测量区域，基点到被测区域越远，被

测点 到 ! 个 基 点 连 线 的 夹 角 的 变 化 也 就 越 小，

"#$" 值变化也就越小。因此，如果激光跟踪干涉

仪的测距精度与绝对距离长度无关，那么，在最佳测

量布局下的基点到动点的距离越远，系统对特定区

域的测量精度也就越高。

图 % 坐标系

&’( ) % *+,-./’+0 122,3’0+-. /4/-.5

按图 % 建立坐标系，! 个基点 !%，!6，!7，!! 均

落在以 " 为球心，# 为半径的球面上，以球心 " 为坐

标原点、水平面为 $"% 平面建立坐标系。基点 !%，

!6，!7 构成等边三角形，且它们所在的平面与 $"%
平面平行，基点 !! 位于 & 正半轴上。坐标原点到基

点 !%，!6，!7 的连线与 & 轴的夹角均为!，不妨设基

点 !% 落在 $"& 平面内。设坐标原点为最佳测量点，

在最佳测量布局下有! ’ 89 : ;7(，则可写出各个基

点的坐标：!%（
!6 6
7 #，9，

%
7 #），!6（ ) !67 #，) !<7 #，

#
7 ），!7（) !67 #，!<7 #，

#
7 ），!!（9，9，#）。设被测点 *

的坐标为（ $，%，&），则可计算系数矩阵

+ ’
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式中（ $-，%-，& -）为基点 !- 的坐标，- ’ %，6，7，!。

求得矩阵 + 后，则几何精度衰减因子可按下式

计算。式中 =,+1. 表示求矩阵的迹，即求矩阵主对

角元素的和

"#$" > =,+1.［（ +*+）)%! ］

上式是关于被测点 *（ $，%，&）的函数，对于每一个

测量点都会有一个确定的 "#$" 值与之对应。由于

基点布局关于 & 轴对称，并且 & 轴通过最佳测量点

（原点），因此可以推测，在垂直于 & 轴的平面内，落

在 & 轴上的测量点取得最小的 "#$" 值。图 7 给出

的曲线也说明了这一点。

图 6 测量点在 & 轴上（ # ’ %）的 "#$" 值

&’( ) 6 "#$" 2? -@. 5.+/A,’0( B2’0-/ 20 & +C’/（ # ’ %）

图 7 不同 & 值时 $"% 平面内测量点 "#$" 值的

变化规律（ # ’ %）

&’( ) 7 #’/-,’DA-’20 2? "#$" 2? -@. 5.+/A,’0( B2’0-/ 20
BE+0./ F’-@ 3’??.,.0- &（ # ’ %）

图 6 为测量点在 & 轴上变化时对应的 "#$" 值

变化规律（ # ’ %）。图中曲线有两个最小值，一个在

原点处，此处即为最佳测量点；另一个在 & ’ 6 / 7
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处，此时测量点落在 ! 个基点构成的图形中间，并且

测量点到 ! 个基点的单位矢量端点构成一正四面

体。当 ! 在区间［"，# " $］变化时，出现一个极大值

（%&’% # ( ) *#+*），对应的 ! # ( " $，此时，测量点落

在基点 $(，$#，$$ 构成的三角形内；当 ! % "（或 !
& # " $）时，%&’% 值随着 ! 减小（或增大）而迅速增

大。最佳测量区域如下定义：在该区域内对应的

%&’% 值小于 ( ) *#+*。经计算可得最佳测量区域为

! #［’ " ) (,!，" ) -#(］。考虑到猫眼接收角范围小

于 (-"( 的限制，取最佳测量区域为 ! #［’ " ) (,!，

( " $］，此时对应的! #［." ) +,(，,"(］。图 $ 给出了不

同 ! 值时 )*+ 平面内测量点的 %&’% 值变化规律（ ,
# (）。从图中可以看出，测量 点 偏 离 ! 轴 越 远，

%&’% 值越大。综合图 # 和图 $ 可以得到结论：为获

得更高的测量精度，测量区域应尽量靠近 ! 轴，若有

可能最好在最佳测量点附近。

$ 最佳测量布局下的系统自标定

四路激光跟踪三维坐标测量系统在实际测量前

必须经过系统自标定［#，$］。然而系统最佳测量布局

对于系统自标定过程来说可能不是最优的，甚至可

能无法实现系统的自标定。如文献［!］中指出的“!
个基点不能处于同一平面内”的限制就是针对系统

自标定而言的，对于实际测量显然没有这个限制。

因此需要研究布局对系统自标定的影响规律。我们

对最佳测量布局下的系统自标定进行了计算机仿

真，并与其他布局下的自标定结果进行了对比。

! /" 最佳布局下不同配置对系统自标定的影响

最佳测量布局只要求测量点与各个基点连线之

间的夹角保持一定的关系，而与测量点到基点的距

离无关，因此，在最佳测量布局下，! 个基点存在多

种不同的配置。当最佳测量点与 ! 个基点的距离相

等时，称这种配置为标称配置。为研究最佳测量布

局下基点的各种不同配置对系统自标定的影响规

律，进行了计算机仿真。

仿真时，首先给定最佳测量布局下的标称配置

参数，初始动点选在最佳测量点处，具体数值如表 (
中“真值”所示。表中（ ) "，+"，! "）为初始动点的坐

标，（ )-，+-，! -）为第 - 个基点$- 的坐标，通过合理建

立坐标系，可以使得 ) ( # +( # ! ( # "，+# # ! # #
"，! $ # "，因此表中只给出其他 , 个系统参数值。仅

改变基点 $! 的 ! ! 坐标，而其他参数保持不变，共给

出 (# 种情况（见表 #）。考虑到 ! 个基点不能在同一

平面内，没有给出 ! ! # " 的布局。仿真时采用 #"
个动点数，这 #" 个动点在立方体区域［"，$"""］00
1［"，$"""］00 1［*""，$*""］00 内按均匀分布随

机产生。由这些数据可以计算出动点到基点的相对

长度变动量精确值，然后给这些相对长度变动量加

上一个服从正态分布 .（"，" ) ""(）的误差。最后由

这些数据反过来标定系统参数［*］。迭代初始值偏

离真值 2 #"" 00 左右（按均匀分布给出偏差）。对

每一种布局，经过 *" 次仿真后，可得到各个系统参

数的均值 0345 和标准差"，由于数据比较多，表 (
中只给出了标称配置的仿真结果。仿真结果表明，无

论何种布局，均值都非常接近给定的真值，并且可以

期望当仿真次数足够多时，均值将无限接近真值。计

算每一种布局下的所有系统参数的标准差的平方和

"#，以该值作为评价这种布局对系统自标定的影响

程度。对于每一个 ! ! 坐标值，可以计算得到一个"#，

如表 # 所示。以 ! ! 为横坐标，"# 为纵坐标，画出散点

图如图 ! 所示。

表 " 标称配置下的仿真结果（单位：##）

$%&’( " $)( *+#,’%-+./ 0(*,’-* .1 -)( /.#+/%’ *(-,2（,/+-：##）

)# )$ +$ )! +! ! ! )" +" ! "
6783 94:83 $""" / """ (*"" / """ #*,- / "+. (*"" / """ -.. / "#* ; (##! / +!* (*"" / """ -.. / "#* .(# / $+#

<345 $""" / ""( (*"" / ""# #*,- / "-" (*"" / """ -.. / "#- ; (##! / +*" (*"" / ""$ -.. / "#! .(# / $+$
" " / "(* " / "#$ " / "(* " / "(( " / "(( " / "(. " / "#" " / "(( " / "".

表 3 !3 与 !4 之间的关系

$%&’( 3 $)( 0(’%-+./*)+2 &(-5((/!3 %/6 !4

! ! ’ !""" ’ $""" ’ #""" ’ (##! /+!* ’ *"" ’ #"" ’ ("" ’ *" *" ("" #"" *""

"# " / ""-$ " / ""!! " / ""#* " / ""#" " / ""## " / ""$- " / "",, " / "$*! " / "$,( " / "((. " / ""!! " / ""#$
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图 ! 最佳测量布局下不同配置的散点图

"#$ % ! &’())*+ ,-.) ./!0 ./ )1* 2#//*+*3) 4*)5, 532*+
)1* .,)#6(- 6*(45+#3$ (++(3$*6*3)4

由图 ! 可清楚地看出各种不同配置对系统自标

定精度的影响程度。当 ! ! 坐标值越接近于零时，!0

也就越大，这也就是说，当第 ! 个基点越靠近其他三

个基点确定的平面时，这种布局对系统自标定精度

的影响也越大。这与文献［!］得到的结论是一致的。

当第 ! 个基点远离其他三个基点确定的平面时，!0

迅速变小。当 ! ! 坐标为正时，!0 也可达到相当小的

数值，但考虑到在这种布局下有一路激光跟踪干涉

仪在其他三路激光跟踪干涉仪前面，会引起光路遮

挡，影响测量，因而实际上这种布局不可取。在 ! ! 负

半轴，当 ! ! " # 700! 8 9!:附近时，!0 值最小，此时，!
个基点处于标称配置。因此，对自标定来说，标称配

置是所有不同配置中最合理的布局。在标称配置附

近，随着 ! ! 的变化，!0 的变化相当平缓，这说明在对

基点进行布局时，没有必要精确地按照标称配置进

行布局，只需把基点放置在标称配置附近即可，这一

点具有实际应用价值。

在上述给定的区域内按均匀分布随机产生另一

组动点数，经过仿真可以得到另一组!0 与 ! ! 的关系

图，它与图 ! 完全类似，这就说明仿真得到的上述结

论具有普遍意义。

由表 7 可见，即使在标称配置下，系统自标定的

误差仍然较大，其最大误差相当于单路激光跟踪干

涉仪测量误差的 0; 多倍，这么大的标定误差将会严

重影响后续实际测量的精度。因此，为保证系统最

终测量精度，需要进一步研究测量点布置对系统自

标定精度的影响规律。

! %" 标称配置与其他布局的对比

由仿真结果可知，在所有最佳测量布局中，标称

配置是最优的，但标称配置与其他布局相比是否也

是最优呢？为此，利用计算机仿真对标称配置和其

他布局进行对比。

给定标称配置参数如表 7 中“真值”所示，其它

布局则分别改变系统参数的 $ ! 和 %! 坐标值。其他

布局 7 中仅 $ ! " ;，其他布局 0 中 $ ! " %! " ;。仿

真过程与前面相同，得到三种布局下的标准差!如

图 : 所示。

图 : 标称配置与其他布局的标准差

"#$ % : &)(32(+2 2*<#()#.3 ./ )1* 3.6#3(- 4*)5, (32
)1* .)1*+ (++(3$*6*3)4

对比三种布局下的标准差可发现，标称配置下

系统参数的标准差均要比其他布局下的标准差小，

可见标称配置下的自标定结果比较理想。以上只是

在改变标称配置的一两个参数时得到的结果，如果

其他布局中大部分参数都偏离标称配置，那么其他

布局的结果将会比标称配置差更多。因此，可以认

为标称配置对于自标定来说也是最优的。

综上所述，当 ! 个基点处于标称配置时，这种布

局对系统自标定精度的影响最小，同时这种布局也

是一种最佳测量布局，有着最小的几何精度衰减因

子 =>?=，因此，标称配置就是系统最合理的布局。

! 结 论

本文首先研究了四路激光跟踪干涉仪处于最佳

测量布局时的最佳测量区域问题，并给出了几何精

度衰减因子在三维空间内的变化规律。系统布局不

仅影响系统测量过程，而且还影响系统的自标定过

程。为此，我们通过计算机仿真研究了最佳测量布

局对系统自标定的影响规律，指出最佳测量布局中

的标称配置对系统自标定精度的影响最小，同时这

种布局有着最小的几何精度衰减因子。因此，这种

布局就是整个系统最合理布局。
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征 稿 简 则

! 《中国激光》是由中国光学学会主办，中国科学院上海光学精密机械研究所等单位承办，中国科学出版社出版的学报

类期刊，国内外公开发行。本刊主要发表我国科技人员在激光理论研究、新型器件开发及激光实验技术与元件、激光材料、薄

膜技术、光通信、全息技术与信息处理以及激光技术应用等方面的新进展、新发现和新成果，本刊一般不受理无作者研究和实

验内容的综述性文章。

A 来稿要求和注意事项

A 0 ! 来稿要求一式两份，应含中英文题目、摘要、关键词（四个以上）和作者单位，以及作者姓名拼音。题目限定 AB 字之

内；摘要内容包括“研究目的、方法、结果和结论”四大要素，中英文摘要请用第三人称叙述，不引用参考文献、数学公式和化学

式；关键词中第一个列出该文主要工作或内容所属的二级学科名称，第二个列出该文研究得到的成果名称或文内若干个成果

的总类别名称，第三个列出该文在得到上述成果或结论时采用的科学研究方法的具体名称，第四个列出在前三个关键词中没

有出现的，但作为主要研究对象的事或物质的名称，如有需要，还可以列出作者认为有利于检索和文献利用的第五、第六个等

关键词；作者的署名限定 Q 名以内，并附第一作者简介。全文要求在 QBBB 字以内，并根据论文内容，标出“中图分类号”。可用

YF7%#4 投稿。

A 0A 文字 来稿请用电脑在 1? 纸上以小 ? 号打印，并具较大行距和字距，另用铅笔标明文内尤其公式内易混淆的大小

写、上下角码、文种、算符等，录用文章可附电脑软盘或发 YF7%#4。
A 0G 图表 图要设计美观，大小适中，尺寸一般为 >57 Z !B57 以内，线条均匀，主辅线分明，粗线一般为 B 0 AQ @ B 0 Q77，

细线一般为粗线的 ! [ A，图中主线用粗线，如函数曲线等，辅线用细线，如坐标轴线、指示线等；照片要求对比度高，层次清晰。

图表文字：图题、表题中、英文对照，图面、表面一律用英文。

A 0? 计量单位 一律用我国法定计量单位，下列单位已废止，须采用后者：!\ ] B 0 !67，!-*&& ] !GG 0 G^%，!D ] !B _ ? -，

!+3 ] U= 0 Q>1 [ 7；

A 0 Q 参考文献 应引用公开出版物，并仔细核对；每条文献应作相应的文献类型标识（见方括号内）。每条文献的顺序和

标点如下：

专著［’］、学位论文［‘］、报告［P］———著者（三名）0 文献题名 0版本（专著用），出版地：出版者，出版年 0起止页码；

期刊［<］———作者（三名）0论文题目［<］0刊名，出版年，卷（期）：起止页码；

专利［^］———专利申请者 0专利题目［^］0专利国别，专利文献种类，专利号 0出版日期；

文集［X］———作者（三名）0论文题目［X］0编者，论文集名，出版地：出版者，年 0起止页码；

A 0 H 修改稿 请将修改稿的软盘连同修改稿一并寄回，两者内容应完全一致。软件可采用 V*&,，V^O，或北大方正中的

任何一种，如用科印、北航等其他软件，请勿在文中加入该软件的排版指令。

G 编辑部有权对来稿删改。作者投稿 G 个月内未收到本刊处理意见，可另投他刊。

? 收取版面费 遵照中国科协和中国科学院有关文件精神，向录用稿作者收取适量版面费以聊补本刊的高额亏损。

Q 稿件一经刊登，向作者酌付稿酬及赠送该期期刊 A 册，抽印本 AB 份。本刊享有版权，本刊发表的文章由《中国学术期

刊（光盘版）》、万方数据库等收录，著作权使用费在奉寄作者稿酬中一次性支付。如有不同意将文章编入上述数据库者，请事

先声明，本刊将作适当处理。

H 本刊通讯地址：上海 >BBFA!! 信箱《中国激光》编辑部，邮编：AB!>BB；电话：（BA!）H==!>B!H，（BA!）H==!>?AU；传真：

（BA!）H==!>B!H；YF7%#4：a$9R9b7%#40 ($5650 %50 56。投稿勿寄个人，以免延误受理时间。

《中国激光》编辑部

ABBA 年 !! 月
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