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四路激光跟踪三维坐标测量系统最佳布局
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提要 四路激光跟踪三维坐标测量系统的测量精度在很大程度上取决于四路干涉仪的布局。系统地研究了四路

激光跟踪三维坐标测量系统的布局优化问题，以被测点的位置几何精度衰减因子（*+,*）最小为目标进行优化，得

到了三种系统最佳测量布局。考虑到系统自标定对布局的要求以及目标靶镜接收角范围的限制，得到了一种具有

实用价值的系统最佳布局。
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’ 引 言

多路激光跟踪三维坐标测量系统以其自身的一

系列优点如自标定、高精度、大范围、柔性、动态、现

场测量等，在工业测量领域中有着极为广阔的应用

前景。多路激光跟踪三维坐标测量系统既有三坐标

测量机 UVV 的通用性，也有着经纬仪的大范围、现

场测量的优点，更重要的是，基于多边法原理的激光

跟踪坐标测量系统有着更高的精度潜力。首先，系

统不用测量角度量，只需测量长度量，而对长度的测

量是基于激光干涉原理的，把激光波长这个最高标

准直接传递给被测对象；其次，每一路激光跟踪干涉

仪测量原理符合 /77> 原则，因此可以期望基于多

边法原理和激光干涉测距的坐标测量系统有着比三

坐标测量机更高的精度。但目前该系统实际测量精

度普遍低于理论精度［’］，一个重要的原因就是系统

的布局不合理。多路激光跟踪坐标测量系统在实际

应用时包括两个过程：系统自标定和实际测量，因而

系统的最终精度也就取决于这两个过程，而在系统

自标定和实际测量两个过程中，各路激光跟踪干涉

仪的布局和测点的选取对它们的影响很大，不合理

的布局甚至会导致基于激光干涉原理的高精度测量

失去意义。因此，研究系统的布局优化是一项非常

有意义的工作。文献［"，)］仅研究了系统自标定时
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的布局限制，并没有研究系统的最佳布局。本文系

统地研究了四路激光跟踪三维坐标测量系统的布局

优化问题，并得到了系统的最佳布局。

! 系统测量原理

四路激光跟踪干涉仪组成的三维坐标测量系统

如图 " 所示。图中的 !"（ " # "，⋯，#）表示每路干

涉仪双轴跟踪转镜的中心，定义为测量系统的基点，

系统建立后各基点位置须保证稳定不变。$ 为目标

镜“猫眼”的中心位置，定义为测量系统的动点。目

标镜可以在三维空间内运动，每一路激光跟踪干涉

仪实时跟踪目标镜的运动并测出目标镜到跟踪转镜

中心的相对长度变动量。当采用三路激光跟踪干涉

仪共同瞄准并跟踪三维空间某一运动目标时，如果

动点到基点的初始长度已知，动点到基点的距离也

就可以求得，那么，只要三个基点的位置关系已知，

空间运动目标的位置也就唯一确定了。这就是三边

法测量原理。

图 " 四路激光跟踪三维坐标测量系统

$%& ’ " $()*+,-./ 0.1-* 2*.34%5& 1612-/ 7(*
89 3((*:%5.2- /-.1)*-/-52

在三路激光跟踪测量系统基础上，再增加一路

跟踪干涉仪，构成冗余系统，那么不仅可以提高系统

工作可靠性和系统测量精度，而且可以实现系统的

自标定［#］。对于每一动点，按两点距离公式，与 # 个

基点可以建立 # 个方程，而每引进一个动点，只增加

8 个未知坐标，可见存在一个冗余约束方程。只要

增加动点数，使冗余约束方程个数大于或等于系统

未知参数个数，就可以对系统进行标定。这就是系

统自标定的原理。系统的未知参数应当包括 # 个基

点以及 " 个初始动点的位置坐标［;］，未知数共 8 <
（# = "）> "; 个，通过合理建立坐标系，可以使系统

未知参数减少为 ? 个，因此为完成系统自标定，动点

数至少为 ? 个。为下文叙述方便，将 # 个基点和 "
个初始动点的位置坐标统称为系统参数。

一般说来，四路激光跟踪坐标测量系统在实际

应用时，首先要经过系统自标定，确定出系统位置参

数，然后再进行实际测量。显然，四路激光跟踪干涉

仪的布局是否合理将会直接影响系统自标定和实际

测量的精度。我们首先研究测量时的最优布局问

题，然后研究最佳测量布局对系统自标定的影响，最

后综合得到系统的最合理布局。

8 测量时的最佳布局

测量时的最优布局问题是：对三维空间某一被

测点，# 个基点如何布置才可以使长度变动量测量

误差对该点的位置测量精度影响最小。这里假设系

统参数是已知的。

! ’" 坐标求解

在图 " 中，空间任一动点 $（ %，&，’）按两点距

离公式，相对于 # 个基点可以建立如下方程组

（ % ( %"）
! )（ & ( &"）! )（ ’ ( ’ "）! ! # *" ) +"

" # "，!，⋯，#
式中，（ %"，&"，’ "）为第 " 个基点!" 的坐标，*" 为基点

!" 到初始动点 $ @ 的初始长度，系统参数确定后，这

两者均可认为已知；+" 为动点 $ 相对于基点 !" 的长

度变动量，也即激光跟踪干涉仪的测量值；（ %，&，’）

为动点坐标，是待求量。

上式中未知数只有 8 个，而方程有 # 个，故可按

最小二乘原理进行求解。记残差为

!" # （ % ( %"）
! )（ & ( &"）! )（ ’ ( ’ "）! ! (

*" ( +"
上式为非线性方程，需要线性化。取动点的概略坐标

为（ % @，&@，’ @），相应改正数为（!%，!&，!’），则有：

% # % @ )!%；& # &@ )!&；’ # ’ @ )!’，故只要求

出改正数（!%，!&，!’）就可求得动点坐标。将上

式按 A.60(* 级数展开并略去高阶项，可得到如下线

性方程组

!" #"
@
" ) ,%"!% ) ,&"!& ) ,’"!’ ( *" ( +"

" # "，!，⋯，# （"）

式中，

"
@
" # （ % @ ( %"）

! )（ &@ ( &"）! )（ ’ @ ( ’ "）! !

为动点 $ 到基点 !" 的近似距离；（ ,%" ，,&"，,’" ）$ 为动

点 $ 到基点 !" 的单位矢量 ," 的方向余弦，有
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按最小二乘原理 ( , ( $ &’(，组成法方程

) ,)* $ ) ,+
由此可解得未知数

* $（ ) ,)）’" ) ,+
求出 * $［!"，!%，!&］, 后，可按下式求得动点坐

标
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给出的动点概略坐标（ " !，%!，& !）离真值可能

有较大误差，这样在进行方程线性化时略去高阶项

会引起线性化误差，从而引起未知参数解算误差。

此时，可以利用迭代法进行解算，即得到第一次解

后，用它作为近似值再重新按上述方法解算。经过

多次迭代，一般可以获得满意的结果。

! )" 精度估计

下面对求得的未知量进行精度估计。

$ ) # ) " 相对长度变动量测量值标准差#/

各路激光跟踪干涉仪对长度变动量的测量可以

视为独立等精度测量，所以，长度变动量测量值标准

差就是单位权测量值标准差

#/ $ ( , (
% ’" $ $ ( ," (

$ * # * # 未知参数的协方差矩阵

设 +,-（ -）表示长度变动量测量值的协方差矩

阵，由于相对长度变动量测量可视为独立等精度测

量，则有 +,-（ -）$ 0##
/，其中 0 为单位阵。

未知参数 * $［!"，!%，!&］, 的协方差阵

+,-（ *）$（ ),)）’" ),+,-（ -）［（ ),)）’" ),］, $
（ ),)）’" ),0##

/［（ ),)）’" ),］, $
（ ),)）’"##

/ $ 1*##
/

式中，1* 为未知参数的协因数阵

1* $（ ),)）’" $

1 "" 1 "# 1 "$

1 #" 1 ## 1 #$

1 $" 1 $# 1









$$

（#）

协方差阵 +,-（*）的主对角元素就是各个未知参数

!"，!%，!& 的方差。由此可以得到动点坐标分量的

方差估计值

##
" $ 1 ""##

/，##
% $ 1 ####

/，##
& $ 1 $$##

/

动点 的 位 置 测 量 精 度（标 准 差）可 定 义 为# $

##
" .##

% .##" & $ 1 "" . 1 ## . 1" $$ ·#/，式 中

1 ""，1 ##，1 $$ 是矩阵 1* 的主对角元素。由此可知，

动点坐标的测量精度取决于两个因素：一是相对长

度变动量测量精度#/，也即激光跟踪干涉仪的测量

精度；二是权系数 1 ""，1 ##，1 $$，它们是由系数矩

阵 ) 按（#）式计算得到的，因而它们取决于系数矩

阵 )，而 ) 是由一系列方向余弦构成的，) 仅与动

点到各个基点的单位矢量有关，而与激光跟踪干涉

仪的测量精度无关。

我 们 定 义 仅 与 几 何 因 素 有 关 的 量

1 "" . 1 ## . 1" $$ 为动点三维位置的几何精度衰

减因 子， 并 用 符 号 ./0. 表 示， 即 ./0. $

1 "" . 1 ## . 1" $$，故# $ ./0.·#/。由此可见，

几何精度衰减因子实际上就是误差放大因子。这样，

系统测量布局优化问题就转化为求几何精度衰减因

子 ./0.的极小值问题。./0.与动点和 %个基点的

布局有关，若在某种布局下，./0. 取得最小值，就

可认为这种布局是最优的。

! 2! 最佳测量布局［1，2］

先不考虑猫眼接收角范围的限制来讨论最佳测

量布局问题。

由上面的讨论可知，几何精度衰减因子 ./0.
与动点到基点的距离以及坐标系的选取均无关，因

此，为简化计算过程，建立了如下坐标系：以被测点

3 为原点，单位矢量 !" 落在 " 轴上，!# 落在 "，% 轴

组成的平面内，如图 # 所示。图中 !"，!#，!$，!% 分别

代表被测点 3 到各个基点 +# 方向的单位矢量。!" 在
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!，"，# 三轴上的投影（即方向余弦）分别记为 $%，
&%，’%，不妨设 & ! ! "。有如下关系式成立

$!! ( & !
! ) $!# ( & !

# ( ’!
# ) $!$ ( & !

$ ( ’!
$ ) %

（#）

图 ! 简化的坐标系

&’( ) ! *’+,-’.’/0 1234/5’26 17730’624/5

系数矩阵 * 可表示为

* )

$% & % ’%

$! & ! ’!

$# & # ’#

$$ & $ ’











$

)

% " "
$! & ! "
$# & # ’#

$$ & $ ’











$

由协因数矩阵

+, )

+ %% + %! + %#

+ !% + !! + !#

+ #% + #! +









##

)（ * -*）.%

可求得

+ %% )［（ & !
! ( & !

# ( & !
$）（ ’!

# ( ’!
$）.

（ & # ’# ( & $ ’$）
!］/ 0/4（ * -*）

+ !! )［（% ( $!! ( $!# ( $!$）（ ’!
# ( ’!

$）.
（ $# ’# ( $$ ’$）

!］/ 0/4（ * -*）

+ ## )［（% ( $!! ( $!# ( $!$）（ & !
! ( & !

# ( & !
$）.

（ $! & ! ( $# & # ( $$ & $）
!］/ 0/4（ * -*）

式中 0/4（ * -*）表示矩阵 * -* 的行列式，则几何精

度衰减因子可由下式求得

89:8 ) + %% ( + !! ( +" ## ) 0 /" 1
其中

0 )（ & !
! ( & !

# ( & !
$）（ ’!

# ( ’!
$）.

（ & # ’# ( & $ ’$）
! (

（% ( $!! ( $!# ( $!$）（ ’!
# ( ’!

$）.
（ $# ’# ( $$ ’$）

! (
（% ( $!! ( $!# ( $!$）（ & !

! ( & !
# ( & !

$）.
（ $! & ! ( $# & # ( $$ & $）

!

1 ) 0/4（ *-*）

为了研究在（#）式条件下求 89:8 的最小值问

题，引入带拉格朗日待定系数（!!，!# 和!$）的函数

2
2 ) 0 / 1 (!!（ $!! ( & !

! . %）(

!#（ $!# ( & !
# ( ’!

# . %）(

!$（ $!$ ( & !
$ ( ’!

$ . %）

将函数 2 对 $! 求导，并令其为零，可得

2$! )
0$!

1 . 01$!

1! ( !!! $! ) "

式中，脚注 $! 表示对该变量求偏导数。

对其他变量求导，也可得到类似的形式，可写成

如下统一的形式

23 )
031 . 013

1! ( !!%3 ) " （$）

3 ) $!，$#，$$，& !，& #，& $，’#，’$

% ) !，当 3 ) $!，& ! 时；

% ) #，当 3 ) $#，& #，’# 时；

% ) $，当 3 ) $$，& $，’$ 时。

从（$）式中消去系数!!，!# 和!$ 可得

（ &%0$% . $%0&%
）1 .（ &%1$% . $%1&%

）0 ) "

% ) !，#，$ （;）

（ ’%0$% . $%0’%
）1 .（ ’%1$% . $%1’%

）0 ) "

% ) #，$ （<）

对（#），（;）和（<）三式联立求解，可得使 89:8
值最小的如下形式的系数矩阵

* )

% " "
$! & ! "
$# & # ’#

$$ & $ ’
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或
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经计算可知，以上各组解对应的几何精度衰减因子

()*( " ! + ,。

上述 方 程 组 还 有 其 他 形 式 的 解，如 ! "
! " "
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" " !

，但此时对应的 ()*( " ! + ,$-,，

不是最小值，因此不能作为最优布局。

式（-）给出的几何图形如图 # 中（.）所示。图

中，/ 个单位矢量 !!，!$，!#，!/ 为动点到基点方向的

单位矢量，矢量端点分布在一个以被测点 $ 为球

心，! 为半径的球面上。任何两个矢量之间的夹角

均为!0 !"’ + /-%，矢量端点构成的几何图形为正四

面体。这种布局已经由文献［,］指出。由图可见，在

这种布局下，被测点落在正四面体的内部，为实现测

量必须要求猫眼接收角范围达到 #%"%，但实际上猫

眼接收角最大只有 !&"%，因此这种布局不可能实

现。

式（&）给出的几何图形如图 # 中（1）所示。图

中，相邻两矢量之间的夹角均为!0 -" + ,#%，相对两

矢量（!! 与 !#，!$ 与 !/）之间的夹角均为 !"’ + /-2。
矢量端点与动点组成的几何图形为等腰五面体，该

五面体每个侧面的顶角均为 -" + ,#2，底面为正方

形。显然 / 个单位矢量端点落在同一平面内，考虑

到自标定对布局的限制［$］，即 / 个基点不能落在同

一平面内，这种布局也不可行。

式（’）给出的几何图形如图 # 中（3）所示。图

中，矢量 !!，!$，!# 之间的夹角均为 !"’ + /-"，而它们

与矢量 !/ 之间的夹角均为!0 -" + ,#%。矢量端点组

成的几何图形为一等腰四面体，其底面为等边三角

/""! 中 国 激 光 $’ 卷



形。这种布局既不受猫眼接收角范围的限制，又满

足自标定对布局的要求，因此，这就是最佳测量布

局，而最佳测量点就在球心处。

图 ! 三种几何图形

"#$ % ! &’()) *#+,- ./ $).0)1(2
（3）! 4 567 % 89:；（;）! 4 96 % <!:；（=）! 4 96 % <!:

8 结 论

四路激光跟踪三维坐标测量系统的测量精度在

很大程度上取决于四路干涉仪的布局，而系统布局

优化目前在国际上仍是远未解决的问题。本文提出

了具有实用价值的四路激光干涉仪的最佳测量布

局。这种布局有着最小的几何精度衰减因子，并且

符合目标靶镜接收角范围的限制条件，满足系统自

标定对布局的要求。本文得到的系统最佳测量布局

对于指导系统实际测量以及提高系统测量精度具有

重要意义。在下一篇文章中，我们将继续对系统最

佳布局的有关问题进一步进行讨论。
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