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提要 契伯格%萨克斯顿（,-）方法在反演相位时，其反演结果并不唯一。通过数值模拟，对 ,-方法用于反演激光
光波相位的唯一性问题进行了研究，提出了一种对 ,-方法做二次驱动改进的新方法，并对经过改进前后模拟得到
的反演结果及其误差特性曲线进行了比较。结果说明，改进的新方法不仅能够克服绝大多数相位的不确定性，反

演结果准确性强，而且还加快了收敛速度。
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关于光波波前相位恢复的问题长期以来一直受

到人 们 的 关 注。 ’(&’ 年 契 伯 格%萨 克 斯 顿
（,<AL;M<AF%-4T>?5（,-））提出了一种由成像系统已
知瞳面和焦平面的强度分布来反演波前信息的 ,-
算法［’］，引起了许多学者的广泛兴趣［" U +］，而这一

方法是否具有唯一解就显得尤其重要。文献［) U #］
对相位的唯一性做了许多讨论，所谓唯一性是指某

些像差（如 V<A57K< 多项式分析的离焦、像散、球差

等）的符号不确定性。西门纪业、,?5C4HE<C等通过
一维问题的计算对这一算法的唯一性作了研

究［)，#］，W?H<N与 XB>>C等在数学上对唯一性问题作
了推导［+］，他们在研究中均指出相位收敛只存在两

种结果。而我们在对数值模拟激光湍流大气传输相

位反演的研究过程中发现存在多种结果的可能性。

为此，我们在此方法的基础上，对 ,-迭代算法进行
了二次驱动源的改进。结果表明：改进的方法能有
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效地克服反演结果的不确定性，反演位相准确性强，

而且大大提高了迭代收敛速度。唯一的不足就是要

进行选择判断，可能造成计算时间的延长，但在现有

的计算条件以及所选择的迭代次数不是太大的情况

下，这种影响几乎是微不足道的时间。

! "#方法原理

"#方法的原理［$ % &］可简述为：假设成像系统入

瞳平面与焦平面上的场函数分别为

! !（ " !，#!）$ ! !（ " !，#!）’()［ %!!（ " !，#!）］

（!）
! $（ " $，#$）$ ! $（ " $，#$）’()［ %!$（ " $，#$）］

（$）
其中 ! !（ " !，#!）

$， ! $（ " $，#$）
$ 为光强分布，

!!（ " !，#!），!$（ " $，#$）为相位分布，根据傅里叶光

学原理，它们满足正反傅里叶变换的关系

! $（ " $，#$）$ !｛! !（ " !，#!）｝ （*）

! !（ " !，#!）$ !"!｛! $（ " $，#$）｝ （+）

"#方法指出，由瞳面光强分布和焦平面光强分
布，通过迭代，求解正反傅里叶变换，可以得到光束

的相位分布。"#方法的迭代步骤如下：
!） 先 给 定 一 任 意 相 位 !

,
!（ "，#）， 与

! !（ " !，#!）构成一光场函数 ! !（ " !，#!），进行傅

氏变 换， 获 得 焦 平 面 光 场 ! $&， 用 测 量 量
! $（ " $，#$）替换其振幅，即振幅约束。

$）将 ! $&进行逆傅氏变换，获得瞳面光场 ! !&，
用 ! !（ " !，#!）替换其振幅，即保留 ! !& 的相位信
息。如此迭代，以振幅误差量控制所获得的!!&，即
为该方法对于待测瞳面相位!! 的逼近。

可用误差控制量"（如瞳面振幅误差）

" $#［ ! !（ "%，#’） ( ! !&（ "%，#’）］
$ )

# ! !（ "%，#’）
$ （&）

来控制迭代过程。

$ 二次驱动的改进

由于 "# 算法在反演相位过程中，存在多种结
果的可能性，因此在迭代算法中，做了二次驱动源的

改进。改进过程如下所述：经由第 * 次迭代后的误
差判断，选择如下变换的任一种对瞳面光场进行一

次变换：

!）+（ "，#）! +"（ "，#）；

$）+（ "，#）! +（( "，( #）；
*）+（ "，#）! +（ #，"）；
+） +（ "，#）! +（( "，( #）! +"（( "，( #）；
由傅氏变换性质可以证明上述变换不影响焦平

面光强分布，而它们克服了相位反演符号的不确定

性。数值计算表明，在大多数情况下，经第 * 次迭代
误差（" , - $ !,(&）判断后，如果迭代误差不满足

要求，再选择上述变换处理中的任一种进行迭代反

演，直到得到满足振幅迅速收敛要求的结果为止。图

!为其流程图。（注：* 的选择一方面应考虑到误差
不满足要求又要重新选择计算的耗时问题，所以不

能太大；另一方面又要考虑到大多数相位都能够在

此范围内得到比较满意的结果，所以不能太小，因此

给出 * - *,, % &,,次作为参考）。

图 ! 流程图
./0 1 ! .234 5678 39 :/;<278/3=

在进行数值模拟中，由激光大气传输计算程

序［>］得到激光传输到接收瞳面上的光场分布，再经

成像变换获得焦面光场分布。并将光场中的相位与

光强分布分离开来，光强部分作为模拟测量量，瞳面

相位部分!!（ "，#）作为误差特性分析的参考量。

* 数值模拟计算结果

本文讨论的是二维问题。在计算中，取 !$? @
!$?的网格，瞳面半径为 *$，遮栏比为 , A $，激光波
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长为! ! " # $%&’ ()。用 ! " #" 描述大气湍流引起
的光束波前起伏特征，其中 ! 为接收瞳面口径，#"
为大气相干长度（在传输数值模拟计算中设定），它

是湍流强度的参数。

图 &给出了两组"随迭代次数 $ 收敛的曲线，
! " # "为 * # +*。其中曲线 %为直接用 ,-算法迭代时，

"随迭代次数的收敛关系，可以看到，"只能达到 *"&&

左右；’分别是经过 (（ )，*）! (（& )，& *）和 (（ )，
*）! (（*，)）变换后，得到的"随迭代次数的收敛曲
线，"的值达到了 *" . *&。可见，这种改进方法虽然

存在选择判断的耗时问题，但它在很大程度上能提

高迭代结果的精度，优越性也是显而易见的。

图 & "随迭代次数的变化曲线
/01 2 & 3456708(9 :47;44("6(< 074=6708( $

% 09 7>4 074=6708( =49?57 :@ ,- <0=4A75@；’ 09 7>4=49?57 :@ (（ )，*）! (（& )，& *）8= (（ )，*）! (（ *，)）

图 % 数值模拟计算的结果
/01 2 % 349?57 8B 90)?56708(
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!反映的只是瞳面光强的迭代收敛误差，为了
进一步评价此方法迭代反演相位"!! 优越性，用"!!

与参考相位"!的归一化相关系数 " " 来进行分析反
演的结果，" " 的定义为

" " #

!
$ "#［"!（ %&，’(）) )" !（ %&，’(）］［"!!（ %&，’(）) )" !!（ %&，’(）］

!
$ "#［"!（ %&，’(）) )" !（ %&，’(）］! " !

$ "#［"!!（ %&，’(）) )" !!（ %&，’(）］! "
（#）

图 $给出的是 * + "% 为 ! & ’!，方差为 " & %’$的
相位的复原情况。图中，（(），（)）为瞳面光强和焦面
光强分布，（*）为参考相位。（+）是 ,- 算法直接迭
代得到的相位，（.）是由改进的方法得到的相位；（/）
是（*）与（+）的残余误差，（0）是（*）与（.）的残余误
差，各图的方差见表 !。由计算结果可知，（*）与（+）
的相关性只有 % & ’1，而（*）与（.）的相关性已经达到
了 ! & %。这也说明，这种改进方法能够克服绝大多
数相位的不确定性。

表 ! 模拟计算结果的方差（单位：!）
"#$%& ! "’& (#)*#+,& -. /’& )&01%/0 .)-2

0*21%#/*-+（1+*/：!）

230 4 "
5./.6.7*. 89(:. 5.;63.<.+ 89(:. 5.:3+=(> 89(:.
（*） （+） （.） （/） （0）

?(63(7*. " 4 %’ @ 4 #@ " 4 %# $ 4 !1 % 4 %!

@ 结 论

在原有 ,- 算法的基础上，做了迭代过程的二
次驱动改进，并在数值模拟激光湍流大气传输的相

位反演中做了验证。结果表明，这种二次驱动的改

进方法不仅大大提高了收敛精度，而且对于许多二

维问题中存在的相位不确定性基本都能够克服，反

演结果也能够准确地反映原始位相的基本特征。
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