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电子全息术中静电双棱镜偏转特性的简化计算

陈建文

( 中 国科学院上海尤机所)

提要: 本文采用经典电磁理论中 的 Lap]ace 和 LOl号n切方程p 推导出电子束在

静电双棱镜中的偏转角解析表达式 3 并对某些实验结果作了解释。

SimpIified calculation method for deviation characteristics of 

electrostatic biprism in electr on holography 
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Abstract: Analytical expression of the deviation angle f or fr四-electrons in the electrostatic 

biprisrn is given using Laplace and Lorentz equations in classical electrornagnetic theory and some 

experimental results are explained with the analytical expression . 

-引

电子静电双棱镜亦称 Möllens怕也静电

双棱镜3 由于其工作特性类似于光学中的

Fresnel 双棱镜3 因此而得名。 目前p 在电子

干涉实验、 干涉电子显微镜和电子全息术中

已被广泛地用作电子分束器。 这种分束器的

优点是电子只和电场相互作用 3 而不与客观

实体发生相互作用 。

许多文献队3J 己对这种静电双棱镜的工

作原理和结构作了详细描述。 文献 [lJ 还用

电解槽模拟了这种双棱镜，用实验方法测定

了双棱镜电极附近的电场分布，结果表明，双

棱镜内的电势变化与柱面电容器的电势分布

相似。 但是作者在推导自由电子在这种双棱

镜中的偏转角时p 又把双棱镜当成了平板也

容器。

电子在分束器中的偏转角是一个非常重

要的参数3 它直接决定电子柬重叠区域的大

小和干涉场的空间频率。 文献 [3J把双棱镜

看成柱面电容器p 并考虑了它对电子路程的

影响，求取了自由电子在观察平面上的程差

和干涉条纹间ßEJ 按 Bragg 公式求出了电子

在双棱镜中的偏转角p 但数学处理比较繁杂。

本文根据经典电磁理论3 从 Laplace 方

程和 LOren但方程出发p 推导出自由电子在

静电双棱镜中的偏转角，不仅处理简捷3 而且

在一定的实验参数条件下，能给出所允许的
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d2γ 一呻 dV 1_2 d2V 
一一一…dg且'巾 d".!l 。

将 (4)代入 (3) 得

V = 0 1Ç + 0 2 = 0 11n". + 02, 

代入静电双棱镜的边界条件3

'1" ="'0 时， V =Vt， 俨 = b1 时 ， V=O。

式中 b1 为双棱镜石英电极到地电极间的距

离。 很容易求得双棱镜内时电势分布为:

V(a;o, zo ) 

(4) 

(5) 计算方法

假定电子显微镜中灯丝与双棱镜石英丝

相互平行， 如图 1 所示，并且假定镀金石英丝

长度较其直径及到地电极的距离大得多，那

么据经典电磁理论，空间无自由电荷分布时p

电势 V 满足 Laplace 方程:

V2V= 0。

最大偏转角。

-
…·、

( V t 1 _ ( x2+z2
\ 

I 21n (俨0/b1) …\ b2
/ 

-ì (".2~ a;2 +z!l~ bD ; 

L 0， ( bf<22十 Z2) 。

这个结果与 Möllens拍们当年用电解槽模 拟

静电双棱镜所获实验结果完全一致。

当电子枪中的自由电子 经过此双棱镜

时p 受棱镜中的电场作用3 运动方程 可 用

Lorentz 方程描述:

舌们=一 |θ J E.. o

(6) 

(1) 

(2) 

在柱坐标系内:

2T.'" 1θ/θV\ I 1θ2V 
V哆一('1' 一~) +一一-一

rθ俨 \θ'1' / I 俨2θ02

+主EzO
θZ2 

式中'1" = (a;2 十 Z2) 1/2， 在轴对称情况下:

(7) 

θV 
E..= 一 (VV)e= -3ZP

dx= -.l旦L 旦旦出.
mV。 θ侈 ' 

式中， 也= Vodt， 悦和 6 分别为自由电子的

静止质量和电荷量，由 (8) 式得:

tr.=坦1 rv b l-"'， 旦旦 il'Z .
E

刑 J -v古f-æB θm ← υ

(8) 

而

因此:

灯丝

(9) 

如图 2 所示:

a; ::::;Vo tgα ::::;VOα。

由于 α 通常小于 10-3，故在弱场近似条件下，

tgα~a， 因此:

α=瑞j工 jtv(mp 忡。

静电双棱镜示意图
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图 1

因此， V= V(".) ， 即:

".2 ~2~ +俨 dV 。一…---- ..d '1" 2 ,. 
d'1' 。

作变量代换，令'1" = θ< 则
d俨 n<
dç

旬，

dV.! dV 
dg 

.

亏了'

( 10) (3) 

J百- !lI玄
arctg 一τ一。

将 (6)代入 (10) 式:

α=2 J e l Vt 
响Võ ln ( '1"Ó/ bl ) 

主L →。。
m 由于 b1>>a;， .Jbi士王r~比，那么
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在不考虑相对论效应时，

响VÕj2=øV"，

式中 V。为电子的加速电压p 那么

1 V 土一一一一一一~/ 0 (11) 
2 ln( 'fo/ b1 ) V" 。

这个结果和文献 [3J 中给出的解折表达式完

全一致。

α符号的确定为图 8 所示:

Vf>O J ro>O 
1 勿 <0;

α<0， 

α>0; 

( ro>Oα>0 Vf<O ~ ó<J /V , '-" / 
L ro<O， α<0。

我们通常把 Vf<O 的双棱镜 ( RP 在双棱

镜上施加一负电压)称作发散双棱镜，把Vf>
O 的双棱镜称作会聚双棱镜。

自由电子经双棱镜偏转以后p 将发生重

叠，由于电子的波动特性3 在重叠区产生干

涉， 干涉条纹的间距为:

一 λ(α+b)
一-2a-p(12)

如图 4 所示，式中 α 为有效电子束源到双棱

镜石英丝的距离， b 为石英丝到干涉平面W

的距离，而重叠区域的大小p 由简单的几何关

系可以推导出:

w=lα一句(α+bL
α 

因此所能获得的干涉条纹数为:

(13) 

N = W = 4abα2 2'fna 
=--=一一一一一」乙(14)

s λ(α+b) λ 

式中 λ 为电子的德布罗意波长。 从上式可以

看出，当实验布局已确定以后，所获条纹总

数p 在不考虑电子束源的相干性时p 取决于偏

转角矶即取决于双棱镜上施加的电压值。

如果电子束源是一部分相干源3 即电子

束源具有一线度 8，并假定电子束源发射电

子密度沿 s 的分布是一个高斯函数，即:

F1 (ε)=ε01 (2π) -1/2 exp ( - 82/ 2sÕ) , 

(15) 

并假定由于电压波动p 使得电子密度沿波长

的分布亦是一个高斯函数

z 

图 2 速度向fi1图:

, 
d 

(a) 

z 

(b) 

图 3 夹角 α符号的定义

F2 (k) = 2 ( Llk) -1(2π)-1/2 

, 

, -

xexp[一 (k-ko) 2/2( Llkj 勺，

(16) 

这里 F1 (8) 、 F2 (k)分别满足以下归一化条

件:

j二F1 (忡= 1;

[ F 2 (k )dk=11 
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图 4 静电双棱镜光学系统简图

式中元。为对应电子德布罗意波中心波长的

波数1 L1k 为高斯函数的宽度。

如果干涉平面上电子密度分布为:

l(x) = 2Io~1+∞8/ 主主(x+立 s)H 。
L 8 飞 α/ J J 

(17) 
将(15) 、 (16) 代入(17)式得

I(x ) = J二J~ I(x, k, s)F1 (s)F!l (lc)ds dk 

=叫1忖Xp[ -2(常YJ

×叫[-2(号 L1sy J∞s 写斗，

式中 L1s=去 L1k 。

很易求得在干涉区域内，最大和最小的电子

密度分别为:

Imax =叫+e却[-2咱们

×叫一2(号三分!lJ}， (19) 

.344. 

Imin = 红。{1一叫一嘈)丁

×吨[-2(号!.. x Y J} 。 例
如只考虑束源线度的影响，即令 L1k= 0， 按照
Rayleigh 判据:

l旦旦min

I阻M 忏山叫叫e阻呵叫X碍斗P叫[卜-2(哺峦非L斗叮呐r门γ2丁] \ v.v 

求得: 导半< (ln 3) 1/气
ι.flO\)。

<iα+ b) (ln 3)1/!l 
koboso 

(19) 

(20) 

(20)式表明，当 αJ、 8、元确定以后， α 不可以

任意取值，这是一个重要的结果p 因为从 (14)

式看出，只要增大偏转角，即增加双棱镜石英

丝上的外加电压，就可以得到任意多的干涉

条纹数，在许多文献中，普遍采用上述公式进

行讨论，然而实验结果表明，当外加电压达到

一定值以后，就观察不到干涉条纹，原因就是

不满足方程(20)的结果。

， 本工作是在意大利的里雅斯特(Tries协)

国际理论物理中心(IC吐:'P) 资助下进行的。
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