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具有轴向磁场的自由电子激光器中的
电子轨道、色散和增益

陈继红

(兰州大学物理系)

提要:应用单粒子轨道理论讨论了存在轴向磁场的 自由电子激光器中 电子轨道

的稳定性及辐射场的振幅变化、色散和增益;导出了辐射场变化和色散方程。

Electron trajectories, gain and dispersion of 

FELs with axial guided magnetic fields 

Chen Jihong 

(Physics Department, Lanzhou University, Lanzhou) 

Abstract: The electron trajectories, gain, and dispersion of FEL's with axial guided 

magnetic field are discussed based on single-particle orbits . More attention is paied to the analysis 

of the orbit solutions ‘ 

-、引 -=­c 

实验表明，如果在空间周期场上叠加一

个轴向磁场p 可以使自由电子激光器的能量

转换效率获得可观的提高∞。然而这时电子

的运动较无轴向磁场的情形要复杂得多。文

献 [2J详尽地讨论了电子能量及相的变化。本

文在单粒子模型的基础上，应用微扰论讨论

了电子轨道的稳定性p 应用波动方程讨论了

辐射场的振幅与色散。分析表明i 在满足稳

定性的要求下p 轴向磁场可使自由电子接近

共振时的增益增强。
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一、 单粒子运动方程及其解

考虑一束相对论电子束在磁场中的运

动 3 忽略电子间的库仑作用，即电子束产生的

空间电荷波p 用单粒子轨道理论进行分析。磁

场B 由轴向磁场 Bo 和 Bω 组成:

B=Bo+Bω 

国 Boeø-Bω[ωs (f kw(z)出)

+e\l s叫f k.. (z)叫
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辐射场为t

E.=E.(z) [ea:∞s(ω'st - ksz) 

+elJ sin(ωst-ιz)J - (2) 

B .=B.(z) [-ea: sin(ωst-ιz) 

+乌∞s(ω'st 一ι.z) J (3) 

由于色散很小，可以假设:

ks';::j 二EL，
。，

这个近似条件以后将定量讨论。在实验中，

通常轴向磁场将远远大于螺旋磁场3 而辐射

场将远远小于螺旋磁场3 即:

IB， I >> /BωI>>IB.I 。
电子的运动方程为:

dP r 刷 1
7=76LEL+亏(Bo+Bw+B.) J 

(4) 

将 (1) '" (3) 式代入 (4)式中，并注意近似条件

即可导出:

dP 
丁J」=一ωωp.sin() (5) 

多=ω。 -kwv.-ωω妾叫 (6)
dP 
dt 生 =ωωP~ sin(} (7) 

式中 ω0=裁是电子对应于轴向磁场乌
eB 

的回旋频率;ωω=一-w 是电子对应于摆动
γ -

器磁场附回旋频率 ω，=诺是电子对

应于辐射场分量 B. 的回旋频率;

γ= (1--t)2 
为相对论因子，向、儿为辐射场的频率和波

矢，

。=φ-J kw(z)dz+~ 
代表叭与 Bω 间的夹角p 而 φ 代表叽与 m

轴间的夹角， v .1 = Va:e", + vllelJ。
方程 (5) N (7) 有特解C2J

dp2 d 
3r=37(PZ+PDz2PLI气十2P.P，

(9) 

将(5) 、 (7)式代入 (9)式后得z
dp2 
一一=0 (10) 
dt 

由于总能量

8=- 飞项伊丰p2C2 =响。c2γ (11) 

即能量守恒，或 γ=cons古。式中响。是电子

静止质量。这是忽略辐射场对电子轨道影响

的必然结果。

二解的讨论

粒子轨道的稳定性可直接用解的微/h变

动分析办法来研究。文献 [3J用速度的三个

分量来作微扰p 讨论了轨道的稳定性。我们

是用动量的两个分量以及叭与 Bω 之间的

夹角。来作微扰3 讨论粒子轨道的稳定性，可

以得到与文献 [3J 类似的结果。

为了讨论解的稳定性，我们假设。、P.1 ... 

P. 有一微小变动:

l 叫P .1 =P.1o+ δP.1 

p.=P呻十δP.

(12) 

式中 P40= P甜ωω 。由于 0 变化很小，
(ω。 -kwv甜)

则方程 (5) ，....， (盯应写成:

c干「……←…~一叩飞叩ω的ωë=ω向0一kωwV•一副主
4 

P.=ωωP .1() 

将(12)代入上述方程组中得:

δP.1= 一ωωp.o a(} 

aP.= ωωP .10 ('j() 

aë= 一{主ι+生巳) ap.. 
\.r .10 '11叩/

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 
(17) 

+哥坐δP.1 (18) 
-'- .10 

P .1 =p.ωω/ (ω。 -kωv.) , 
θ=0， P.=consto (8) 再对 (18)式求时间微商2 并利用 (16) 、 (17) 式

另外z 可得z
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r Cù,..Cùn P , n . Cù;"P':n 1 
M=-I~旦..J..Q. + UJ~-';， Z立 1M (19) 

L jJzo P i o J 
(19)式表示电子处于稳定轨道的必要条件

是:

Cù..，CùnP 八~.P:
旦去Æ+号子>0 σ0) 

RP: 
γ、2

2马萨> -1 (21) 
ωωr~o 

也就是说微扰时) vJ. 与 Bω 间的夹角。只在

零附近来回摆动3 不能偏离太远。

由能量守恒的结果可以导出:

-( :' Y 一 v.ωω 了 =γ-2
c / L (ω。 -kωv.) c

F1P: 

号主=1+忧无市~Y
引入:

1一占
F1 (βh丁f一

F2 (β.)ω。) =1+{ωω y 
\ω。 - kωCβ. ! 

用作图的办法来解方程 (23) 即:

F1 =F2 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

当 γ 足够大时p假设合<1一γ飞固

卫队
-1 1ß: 二气 tEz 

-1 

图 1 对不同的 ω0) 作出几、几图p 求解方程(23)
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定 γp 对于不变的 ω以即不同的 Bo)作 F1~F2

的图解(如图 1 所示)， F1~ F2 的交点即为方

程的解，其中β旷=孚L 为谐振速度。横向速
且JωC

度很大时电子的运动是不稳定的2 因为当空

间周期场对电子的周期性扰动与纵向磁场引

起的回旋运动谐振时p 电子横向运动的幅值

就越来越大。这与文献 [3J所讨论的是一致

的。

由图 1(α) 可以看出，当 ω。=0 时p 有两

个解，它们对应于电子束的不同传播方向;在

较弱的轴向磁场 ω01 时(如图 1(的所示儿在

正的传播方向上p 又增加两个解，它们位于

向γ=ω。/ιc 谐振速度的两侧;当继续增加轴

向磁场达到 ωω 时，则 2 解和 3 解重叠p 在

β.>0 的方向上p 只有两个解;再增加 ω0) 最

后在 β.>0 的方向上只剩下一个解。 βz 与

ω。的具体关系可由方程 (23)直接导出。对方

程 (23) 简单运算后得到:

ω。=士 J A ω气。+札cß. (27) 
J号斗-1

上述方程对 β，求导p 并令旦旦旦 =0，当方程
。βg

(27) 中的第一项取"一"号时，可以导出此时

的 βz、 ω。为下面的形式:

β.=ß; =a1/2 (1一川=云云 (却)

ω。 =ωω =kωca3/2 (1 一 γ-2) 1/ 2 (29) 
r /、 \2 1 11/3 

式中 α=1一 I ( 1~~) )一一干?万|
L\ 品仙c ! 土一γ ←」

θ2ω。\。
亏ß; I ß.=ß~ /" v , 由于

ω，=ωO~ 

得到 (β;3ωω)是一个极大值点，以 (ω0， β.)

为变量p 画 出方程 (27) 的变化得到图 2。图 2

有两条曲线2 其中右面的一条对应于方程

(27) 取"←口号，左面的一条对应于方程 (27)

取"口号。另外2 从物理意义上来看2 图 2 曲

线对应于图 1 曲线上不同的解，根据 ω。的取

值范围 p 在图 2 上分别用 2、 8、 4 标出。在 A

点， 2 和 3 解的 i曲线重合，并且



βJ 

图 2 β，与 ω。的关系 (β2>0)

ω。=ω00， ββ;。

w. 

方程 (26) 的 4 个根分别在(-1，町、 (0，

β.r) 、 (β.r， β:) 、 (β:， 1) 间隔内。

下面利用 (21)式即稳定性的必要条件来

讨论解的稳定性。将(28) 、 (29)式代入 (21)

式的左端可得:
D3 

2且兰共=-1 τ (30) 
ωω .L ;;O 

可以看到在 2、8 解的重叠处即 A 点3 不等式

(21) 的左端等于一1。

很清楚图 2 中的分支 4 满足不等式

(21) ，这是由于 (8) 式给出 Pl.O 在这个分支上

总是大于零的。在分支 2 上，由前面的计算

可得不等式 (21) 的左端最小等于-1，所以分

支 2 满足不等式 (21)式。但是在分支 8 上P

不等式 (21) 的左端最大等于一1，所以分支 3

不满足 (21)式。由此可以得出，分支 2、 4 所

代表的解是稳定的，分支 3 代表的解是不稳

定的轨道。

实际上p 电子在 Wiggler 中的运动情况

远比以上分析的复杂。因为 Wiggler 场并

不象所假设的那样是理想的正弦分布，同时

还存在有其它的磁场分量。同时3 以上所有

讨论都未考虑到电子互作用3 这也是单粒子

轨道理论的缺点。

四、宿射方程的讨论

'我们首先考虑上述稳定轨道的运动电子

为流，运用辐射场方程

/θ.2 1θ2\ 
(万7苟言)As - - ~. J l. (31) 

讨论辐射场的振幅变化及色散。对应于磁场

(2) 、 (3) 式相应的矢势为:

A8=-~主豆.L [e"， sin(ωst -Psz) 
α)s 

- e!J cos (ω.t - ksz) ] (32) 

如果辐射场还存在色散， A. 可写成:

A. = As (z) [ e"，叫J ks(z)dZ- Cùst) 

+ey Cûs (J ks(z)dz 一 ωst)] . (出)

假定 : As(z) =旦旦豆L 是 z 的缓变函数2 即:
Cù. 

dA: 'd;' <<ksAs<<kwA• (34) 

引入旋转坐标:

了1I~~~'f" (35) (• -e", sinrps-e" φ 
e.2 = e", cos qJs - e!J Sln qJ. 

式中 qJ. = J ks阳一ωst。
将 (33)式代入方程(31) 中，在零级近似

下经过运算得到:

dA ，二 e:a + As c3ks el= 一三旦 J[
αz Cù. 

(36) 

认=弘一子表示辐射场的色散2 并假定色

散很弱。

J l. = 一丰 ρiVJ..C

=-e~δ(俨 -r，) PH 
'f1..Yi 

午~ c3 (r-ri) 
11(,1 " 

xJ二 (PHC叫ι+Pl.冉冉e1/)
H 

(37) 

上式是对所有稳定轨道上的电子求和3 队是

第 4 个电子的 VH 与 eq; 间的夹角。将(37) 式

代入 (36) 式得:

dA 
w;; s e.2 +As aks el=在~ c3 (r- r ,) 

…‘ 

x Jι (Pl. i∞sφleq; +Pμ血伺〉侈8)
" 
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分别用肉、e. 点乘方程 (38) 的两边得z

δk.=-~坐「
m白)..ti

x~ 五年主!LP.u sin (仇+机)
l' 

dÅ.=主主
dz mωs 

(39) 

x~五1"-1"，) P.l仰 (cþ，+轨) (40) 
‘ 、 γ‘

假定电子的纵向速度差别不大，将(8) 式代入

(39) 、 (40) 式中，并对所有稳定轨道上的电子

求平均后得到:

2πeω P.nA / sin ú1\ 
ôK.=- ωs ~(~工}

mω，.Å. (ω。 -kw'IJø) \γ/

(41) 

dA. 2π6ωωP.n. / cos '"\ (一一一) (42) 
dz 刑ω，， (ω。 -kw'IJø ) \γ/

其中中=冉十仰是 Vl. 与 E. 间的夹角。引入

λ=亡坛并注意到的=告，则 (41) 、
(42) 可写成:

8应K.产=')..λJL4牛i丘~(
4(;α). 二i乌s 飞 γ/

dÅ._ ~ 'w; A / cosψ\ 一-z41LAω 〈旦旦) (组)dz .. 2cw. \γ/ 

其中 ω~= 窍生是等离子体频率。
与文献[4J相比较p 注意到 (1) 、 (3) 式所

取的形式，我们可以看出p 存在轴向磁场与不

存在轴向磁场的差别主要在于因子儿也就

是说3 引入轴向磁场就相当于引入了 λ 因子。

当 Bo=OJ λ....1 时，就与 Kroll 等人的结果

一致了。但要注意，波动方程中的流是稳定

轨道上的电子的贡献。下面简单地讨论一下

增益、色散。

将 (44)式化成电场强度的形式:

所以:

豆主=-222-主</~倒也
dz 川 2c2 kω 飞\γ/

=gEs 

E.=E8Qef)' 
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(45) 

(46) 

(47) 

w~Bw / co暗中\
式中:g= 一λ 写发言;飞7-jp 在小增益近

似下J (47)式可做展开得:

E. ~E.o (1 +gz) (48) 

所以 Es (L) = E so + E sogL … (49) 

其中 L 是互作用长度。 (49)式又可写成下

面的形式:

. qL= E s (L) -E. (0) 
E.(O) 

=1E. (L) - E . (0) J 2E. (0) 
2E;(0) 

E E ;(L) -E;(O) 
2E;(0) 

所以，按照通常形式下定义的增益为:

G= E;(L) -E;(O2.. =2σL 
E;(O) -~ 

=- -'Ã. w~BwL I坐立\
川 c2kwE. \γ/

另外，由 (43) 、 (44) 式可以得到:

豆兰主 =.Á..ôK.五旦业组注
.~~. <sin 非/γ〉

将 (34)式代入 (5~) 式中得:

(50) 

(51) 

(52) 

δK.<<札 (53)

由 (53) 式可见，色散是很小的p 这与前面

的假设是一致的。由 (51)式可以看出3 适当地

选择阻例，如叫中)<OJ
从而提高增益，但要满足稳定性要求，即求和

时，应当只对那些解是稳定性允许的电子状

态求和。
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