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螺旋泵浦场自由电子激光理论

苟三奎
(兰州大学物理系)
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提要:从相对论电子的经典动力学方程出发3 导知了」种有效的求解程序，其所

得增益曲线与以前结论有显著不同。此外，还发现激光饱和场正比于电子初始能量

平方而反比于泵浦场摸，这是本文新结果。

‘ 
Theory of FELs with a helical pump field 

Gou Sankui 

(Physics Department, Lanzhou University,> Lanzhou) 

Abstract: An e宣ective procedure ωsolve the equation is derived by starting from the 

-classical dynamic equation of relativistic electrons. The gain curve obtained here is remarkably 

different from that of the previousωnclusions. Moreover, it was found that the satUt吼叫 laser 

fìeld is directly proportional to the square of the initial electron energy and inversely proportional 

to the wiggler fìeld, which is the new result of this papor. 

一引
--E 

自由电子激光器(FEL) 的性能口-3) 很

多研究者已用经典方法讨论过，但由于基本

方程是相合的非线性方程组，因而人们不得

不采用比较粗糙的近似处理方法，故有必要

进行更精确的理论探讨p 本文的目的便在于

此。我们分析了单电子在 FEL 中的经典运动

方程2 提出一种到任意阶近似都行之有效的

处理方法。 作为最简单实例p 所得的结果在

所要求的量级近似中与文献 [1，，-，町等的结果

是不同的。也讨论了饱和现象，得到本文的

新结果。

一、基本场方程

对于螺旋磁场自由电子激光器，Wiggler

场在 Ca时esian 坐标系中表为臼， 3J

B咄=B四 [e"， sinK..，z+ell∞sKwz]. (1) 

式中 B由=常数， K咀=2π/Aw， λ切为泵浦场的

空间周期。激光场选作沿 Z 方向传播的困偏

振平面波。假定激光器增益比较小p 因而激

光场振l隔可以近似地看作常数(2叶飞

B，=子[ωs(Krz-wrt十供)
+ ßysin (Krz 一ωJ十 </>r ) ] (2) 
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E铲 = Eò[eæsin (Krz一ω，t+非r)

-eycos (Krz一ωrt+冉)J (2) 

式中 Eo~常数， Kr =2π/λr， ^r 为激光波长，

科为初相。 再假定相对论电子束团中电子

数密度足够小，可忽略各电子间的相互作用。

则单电子相对论轨道由 Loren坦方程决定:

d (γβ) 
寸厂=一去(E+你B)

d'Y = __13_ β.E 
(3) 

ω1i mc 

式中 E=E盯 B=B扩+Bw， β =v/c， 响为

电子静质量， 13 为质子电荷。 由 (3)式进一步

可得:

γβ1. = - _e_~ eæ r - !，ι sinKwZ 
响。 L .ð.. w 

ι ， 目

十左~c叫Krz一叫十冉)J 

叫一去∞山
十走金才-si刽圳i

dβ￡ 一 e2EOBw f (1 上 1\βz 1 
习r一石写巧"2L\言;TTZ/-EZJ

×∞s[ (Kr+ Kw) z一ωrt+φJ

dγ - tEoB四
出 刑2c2Kw'Y 

(4.b) 

× ∞s [ (K俨+Kw)z一ωrt+φrJ (4.0) 

在( 4.a) 中忽略了积分常数3 这对最后结果并

不产生实质性影响。 由 (4) 式得:

γ=γ。 [ (K汁K四) -Krβ基 (5)
[ (Kr+Kρ -KrβzJ 

式中 γ。、 β州分别是电子的初始相对论因子

和初始纵向速度，将(5)代入(4.b) 即得:

dβ EoB咄
dt K ,K w 

X{悦。川K扩十LJ-K，也Jf
一 γ'oKr[Kr一 (K汁Kv')βzoJ

γ一γ。
υ [ (K铲+Kw)且 -K;.]

X [ (K汁Kw) -K,..ß..J
3 

xoos[ (Kr+Kw)~一ωJ十 cþr] (6) 

这一严格的非线性方程有别于其他文献中
的"摆方程) ' (那时在推导"摆方程口时曾局 部

用到 βz~l， β'z x Bw>> (l一βz)Er 等 近似) ，

它将给出显著不同于"摆方程川的 更严格结

论。 若定义:

.A EoBw J e J2 
cKrK仙 L~凡cγ。 [ (Kr+Kw) -KrβzoJ J 

r Kr[ (Kr+K四)β呻-KrJ l
斗一(Kr十K切) r 

α_l x [ (Kr十Kw)- KrβzoJ J 
S-2AK;.[ (Kr +Kρ -Krβd 且

-sin[ (K r十 Kw) zo +φJ

Z=的十sin[ (Kr+K.;，)z 一ωrt +伊r] (7) 

刚从何)得:

2.AK~Zβ3τ2Kr (Kr+Kw) 

x [1+ 2AK;.ZJ β.+2AK~ 

x (Kr十Kρ2Z+ [K; 

, + (Kr+Kw)勺 = 0 (8) 

可将(8) 式看作是关于 β，的一元二 次方程，

得:

( Kr+ K ) f 
β.= '2Áz:Kr 1 (1+2AZK;.) 

土)1十 2AZK;[(K俨+K仙)2_K;1 1
飞(~ , - (Kr + Kw)2 

另一方面3 由 (4.0)和 (5)两式可得:

[(K铲+K由)2-K;J (γ一γ。) 2

-2γoKr[Kr一 (Kr十Kw)β.0]

2e2KrEoBw 
x (γ一γ。) 一

例2cSKw

x {sin[ (Kr+K w) z一ωrt+cþr]

(9) 

-si平 [(K扩十Kw)zo十φr]) = 0 (10) 

这是一个关于(γ-70) 的一元二次方程，与

(8) 式类似，可得:

X{l土 i N 2A…w)2- K ;J [( K r+ Kw) -Krß.二川
[Kr一 (K铲+Kw)β.0]2门

X'{sin[(Kr+Kw}Z一ωrt+cþrJ -sin[(Kr十Kw) zo十φr]}J J 
(11) 
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以下我们是在弱场条件下分别得到 (9) 和

(11)两式关于 A 的二级和三级增益公式.

三、 二级增益公式

在弱场 Er 情形下叶剑，将有:

B=兰至;[ (Kr+Kw)2-K;J
(Kr+K四)且

(12) 

这允许我们将{9)式中的根号作级数展开到

B 的二阶，且因 β.<1，因而 (9) 式中只能取

'_JJ号 :

dφ 
Tt-α十 b s1卫φ(13)

式中 α=c(Kr+K咄)β.o - cKr，

βcAKr [(Kr+Kw)2- K;J2 
4(K俨+KW)2

而 α= α一βsinWo ， b = βp 

￠罕 (K铲+Kw)z一ωrt+冉，

Wo=(Kr+K咄)Zo+轧

对所讨论类型的 FEL，与文献 [5J 类似可得:

0=[1+(岔了YJ/(对)<<1 (14) 

同时 Krt:::!::.俨卢2号号号2卫均f

βcωo t:::!::. 1 一 o t:::!::.旦 1 ，

因而弱场条件。明出专 <<1，故得(ο均3句〉
解为:

屯[至二]=在
×如j 一豆豆豆s

口 2

I rn: \ 11 
r Iτ 1， τ- Wo \ 11 

+配G馆 ly' ~+b 培 \~一)Jf (15) 

同样地也可将(11)式中根号项展到 B 的相

应量级2 有 :

γ一γ。=-AγoKr[ (Kr+Kw) -Krβ.0]2 
υ [Kr 一 (K俨+K怕)βω]

x {(sinw-si丑 WO)

{A问+kuY-kf]!
-~ [ (Kr+Kw)-K铲β00]2

2[K，.-(K，十K切〉βωJ2

x. (创nW一回nφ。)2} 0 . (16) 

至此p 在所要求的量级近似中已将(γ一 γ。〉用

si丑 Çþ 表出，问题便归于求 si卫②如何随时间

变化，.而这可由 (15)式经一较繁的计算后得

知在与 (13)式相应量级上有:

sinW= 剑丑(αt+Wo) 一 βt.sinφ。

× ω(αMo)+3 ∞sφ。

×叫α6+￠o)-3
×∞S2(ω+Wo) +O(A) (17) 

然而p 我们的结果还需对初位相 φ。 取由于.式

所定义的平均值:
i r2", 

〈……>=苦干 i 币。(…) (18) 
~:n; J 0 

注意到我们可忽略电子间相互作用，因而能

量交换只能发生在相对论电子和激光场之

间3 由能量守恒，电子损失的能量全部转化为

辐射场能p 故此得增益为:

n 一一〈γ一γ。〉刑02ρeV
U-(t) 二 正oVEÕ

=二豆豆己 [S%r士~w) 2 -K;J~
J 2ε。例3C4γciK;vKr
lx [Kr一 (Kr十Kw泸州J 3 f 
x { [1-cos (at)J 

- (Kr [(K汁KW)2_K;J×阻十几)βmo-KJ!
{ 恬汁KJ } 

X [(K，-+K.w)-K扩β.oJ2J 
X [αtsin (叶ω(叶1J}

(19) 

(19) 中[…]之内后两项为文献 [1"-' 3J 等所没
有。 后面要讨论到， (19)将对以前文献中由

"摆方程刀给出的结果产生显著的修正。

四、三级增益公式
. " 

为求得三级增益，可将(9) 式根号项展到

B 的三阶:
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号?=问sin (Þ +hsinJφ 仰)

、 其中z f=α一 (β十 2aah)sinφ。 -hs皿2岛

g =β十 2α;ah ，

h= "-..2..L:PK~[(K，+Kl.l，)2 -K;J3 
4(K，十Kw)会

其余记号与前面相同。在弱场条件(12) 和

(14)下 Ih l<<β.<<α，或 Ihl <<g<<j 且 g2_

4jh>0。 以下的等式都是在与(20)相对应的

量级上成立的p 这样可得(20) 的解为=

叫叫一与乒LSin2 (Þ '

斗。+[l-J伊LJj~

+予叫。一立尹鱼缸矶
(21) 

这一方租一般认为是比较难于求解的，但若

取其两边的 sin 和 ω 函数作展开再分别乘

以归φ 与 mφ后相加并记 (21) 右边为h

便得?

l-sinÂQ叫一才在cos2 (þ =ωλo叫
' 、 (22)

如果令:

sinφ= sin ÂQ+ 'U(A， 岛， t)+ 似(A' ， Ø..t)
ωφ=ωλ。一 ['U( A ， 心， t)+阳I， Ø. ， t)]

λ。一豆吨;!1- (23) 
2cos l$Îl.o 

(þ = λ。十阳，如计于A.'， 岛， t) 

cos 人。

+~ZA ，<l).，t) tg Îl.o 
2∞S2λ。

其中 : U( A ，~.，句是 A 的量级， V(A' ，lJ) o ， t) 是 A9 的
量级p 将 (23)分别代入(21)和 (22)后便有:

' 式中:

句，..r-45时(φ叫)

V(A' ,IJ)., t) = - r主+豆孚1
L~ααJ 

×由1悟。十时) 00S2 (<þo + at) 

(24) 

r. [ (K铲+KW)2 _K;J 1 
~ x{K铲 [(K铲+K"，)β曲-K，J ~ 
l 一 (K铲+ Kw)[(K铲+Kw)-K，β.0J J 

1' =1一飞 (K，+:KW)2 [ (K， +Kw) -K，β曲]且
J
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将所求得的 d 和 ψ 代入 sin<Þ的表式即得z

s皿φ=sin(φ。 +at) -1'βt sinφ。

pβ s(φ。十ω)+王一 cωφ。

~ .O 

×ω (φ。+αt) 一号∞E啡。+αt)

+ht 回n2 Wo •∞s(çþ。十αt)

+号 cos(φ。+d) +;但却。

×ω (φ0+αS) -tm2￠。

xcos (Wo +αt) 一去创册。+αt)

×时(!po +αt) 一与主s中(φ0+α沪
xsin吨。一哗主ω(φ。十叫)

，::;α 

+毕Un2⑥川呐+αt)
，::;α 

-号im掘。.008即αt)

+丘孚 sin2 !Po .ω(φ。+αt)
4α-

p2ß2 
-TTSiB悟。+αt) .COS2 !PO 

，::;α-

-守im(仰φ矶0+αω仲s
(25) 

• 
与此相应将(ο11ο)式中根号项也多展-阶P 便

可得到三级增益为:

G-dB~[ (K铲+Kw)2_K;J问ω一 f 2Eo响》γSK;K铲 i
1>< [Kr一 (K铲十Kw)β~.oJ 3 f 

x{ [1一ω(at)J

JpK ,[(K ,+Kw)2_ K;J 1 
1x [ (Kr+K切)βoo-K，J f 
{ 
恬汁kwy

} x [(K，+Kw)-Krβ.01 2 f 

x [avsin(叶叫ω) -lJ .} 

(26) 

此式与(19)不同之处仅在于出现了 P 因子。

在 Kr>>K酌 β呻~1 时p 注意到

[(Kr + Kw)2-K;J ~2KrK... 
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(Kr+Kw)~K盯

c[(. K"r+Kw) -KrβzO: ~ [2cK四 -a] ，

则 (19) 、 (26)两式均可给出如下形式的激:It

器终端增益:

G(T) 二三 -G01(8) (27) 

e3B~rL3λ咄J
式中 Go= 

2πε。例吕γóc5 。

J 为电子束流密度， L 为泵浦场氏度， T 为电

子通过泵浦场所用时间， ()=aT。对 (19) 式:

fm =去{ [1~cos()J 
何N() ".., ~， l 

rtl ~v，;'-':"VJ\TlJl [() sinθ+∞s()-l J ~ [0-4πNJ Jl LV -- V , ~~- V _ . J j 

(28) 
对 (26) 式:

fg=去{ [1-0080] 

U17NO[2 (θ-4πN)2_62] 

[θ-4πNJ4 

x [8叫叫←1J } . (均
式中 N=L/Âw 为 'Wiggler 周期的数目，实

质上， (19) 、 (26)成立有两条件: i)小增益

Oomp切n 型，电子柬密度很小p 大体要求

Go~1， Eo(t)~常数， ii)弱场情形p 要求 |β/α|

e2EOBωv 
<<1，或 I ()I>> 。在实际工作的

8饵:Nm2γ308

器件中" Wiggler 场参数和电子束参数均确

定3 因而 Go 确定，增益大小完全由 1(B) 确定，
对 N=50 的情形发现精确到 10-3 后 fiij、

fizj 几乎相同，为能得到最佳增益，必须尽量

使激光波长从负方向满足谐振条件 α=0-，

.lltM、有一极点出现在

二 4，冒

f<!J)! • 

l 飞 町'叫

'\.. ...... 二:
一←τ了 2 ，冒 4πa

图 1 对 N=50 的 f(6】图

fi28.74)= 一0.268 x 10-', 
f~乌.71) = 一0.27 X 10-2, . 

其余极点更小，而"摆方程υ结论是

1(0)=去 [1一∞sO一去。 sm () ] 
在 θ=-2.6 处有唯一极点值 0.54。两者有

显著差别。

五、饱和现象

在得到 (19) 、 (26) 曾用小增益及弱场条

件p 实质上可以认为 Eo(均随时间变化，甚至

还可以是大信号情形p 但只要满足:

l勾引<<1 aEo (t) 1, 

则 (8) 、 (10)两式仍成立，此时有物理意义的

解要求 (町 、 (10)两一元二次方程的判别式:

f::, (1) =4γÕK;[(K俨+Kw) βßo-KrJ 2

+{叫× [日(K铲半叮K1V)2 - K~J}
、 刑且(;3KW

x (si工1φ一位丑φ。)

A(2>=k;6 (1) 2" (3θ〉
γõ[ (Kr+Kto) -KrßooJ 

(sinφ-sinφ。〉的所有可能取值不 <0， 即 z

[刑2c3ì'óK铲Kw 1 
l x [Kr一 (K汁K1V)β.0J 2 f Eo(S>dFaxzzzL ilL J 
4e2Bw[(Kr+ K1V) 且 -K;'J

上式表明激光场存在上限，当 Eo (i) > 
EWax 时 βa 和(γ一γ。)的实数性将被破坏p 电

子运动状态较复杂，可以认为其进一步效果

最多是保持住 E'ttox。 而不能、超越它j 这

即意味着饱和现象发生。 激光饱和场正比

于电子初始能量平方而反比于泵浦杨模。
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