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提要:用相对论量子力学对自由电子激光器中的电子运动作了分析3 求得了螺

· 旋泵浦磁场中 Klein-Gordo丑方程的严格解析解。结果表明且由电子激光的增益饱

和来源于出现退聚束效应及高阶聚束。
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Electron movement -in FELs 
H 

FangH仰glie， Fu Shufeng 

(Shanghai Institute of Optics and Fine Mechanics, Academia Sinica, Shanghaî) 

Abstract: Movement of electl'onS in FELs is analysed with the thOOl'y of relativistic 

quantum mechanics,and :I:igOl'OUS analytic solution on Klein-Gordon equa~iop has been obteined 

under the condition of helical magnetic fìeld for pumping. The results show that gain saturation 

of free electron laser light co lj1es f l'om the effects of high order bunch and dibunch effωt. 
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c. 
在自由电子激光器中p 一般视'YViggler

场为泵浦波。关于相对论电子束在 Wiggler

场中的运动形成辐射或对辐射的放大的研究

已经很多(1-3J 但大多处理都是经典的3 然而

用相对论量子力学描述将有希望揭示更深刻

的歧理实质。
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螺旋泵浦磁场中的

Klein-Gordon 方程

对 Oomp协丑型自由电子激光器来说，电

子的运动可用单粒子 Klein-Gordon 方程来

描述四。对于实际的自由电子激光器3 泵浦

磁场比辐射场强得多。辐射场对电子运动的

影响甚小，可做微扰处理。略去辐射场的单

电子， Klein-Gordon 方程为
xl 

-元亏 'IJ!(O) (r， 。

= [(-i元cV+eAo) Jl+例:的组7'(O)(r， t) 。

(1) 

其中 A是螺旋泵浦磁场的矢势凶

Ao(z) =Ao[e.， ∞s(kwz) +e!l sin(ιZ)] ， (2) 

与时间 t 无关。 因此满足为程 (1) 的波函数

v 可分离变量。设
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W刷 (r， t ) =T (t) W<的 〈的 (3)

，则

T(功=叫一去 Et)， 但)
式中 E 为分离变量常数2 即电子的总能量。
'q!<O) 满足如下定态方程

[( -i元c'V +eAo) 2十mõc4JW(r)

=E~<O) (r) (5) 

用主来表示[(-i元C'V + eAO)2+mõ的并将
Ao 的具体表示式 (2)代入 (5)式得 ·

其中

fI = - 'fi,2C2'V2 + M2c4 

→2e元吨[∞s (阳〉 去

+归 (kwz) :y]' 但)

~2 A2 

M2=rrη叫7
c矗 ，

(7) 

e2 .A~/C4与电子在磁场中的质量移动有关m。

由表示式 (6)可知p 动量算符p 的 z、 y

分量， 36、华均与企对易:
[在， Ê] = [p仙企] =0 (8) 

这表明算符盒、 36 和乡具有共同的完整本
征函数系，因此 W(的可表示为如下形式

v俨帆叭ω例叫}气(伊例铲钊) =f(z均归)

而 f (ω功 满足方程

f"气， (z)仅ωz功)+[EE2一句1?7卅P纠;)一M与

一-2拌 ω队川叫'.，008叫伽叫(儿ωωZ功) 
+PlI sin (凡z)Jf(z) =0, (10) 

其中 p二三 岛为常数p 是动量在 m、 y 方向上的
分量。 我们引入如下表式

PII=Pl. ∞180， p1J =pl. 日in 0 (11) 
并作变换

2ç=儿z- θ。 (12)

那么方程 (10)变为

f"但)+[α -2qC082g)f (Ç) =0 (13) 

其中

α=4[E2_ C2 (p;+到) - M 2c4J/ (h2k~"C2) ， 

(14) 

2 

q=4e.AoCpl. /('fi，2k~C2)O (15) 

方程 (13) 即所谓的 Mathieu 方程。' 它的

解是已知的 Mathieu 函数阳。

一般说来满足方程 (13) 的 α 是 q 的函

数。因此 α (q) 称为方程 (13) 的本征值。 对
' 于 q=O 时

α=刑20 (16) 

对于全周期解有两类不同的本征值 α如 (q) 和

b:m+2(q) 。对于半周期解来说亦有两类不同

的本征值 α灿l(q) 和儿+l (q) 。而且

a2n+l(q) =b知+l( -q)o (17) 

这些本征值具体写出如下:

1 .,. 7 "- 29 
α0= 一丁rgE+ZEE扩一百304"俨

68687 咱
+τ部π否百q8+0(qlO) , 

1_2 , 1_3 1 
b1 =1;- q一石俨十EZg -Z页百空

11 49 
-3丽64 q~十 589824 q-

55 '1 83 " 
-石否7184 q'-3丽丽在百矿

+O (q9) , 

α1 (q) = b1 ( - q) , 
1 ." 5 ... 

b ll =4 一一':. 02+一一一一 σG12 ~ . 13824 ~ 

289 _6 , 21391 _8 

79626240 ~ . 458647142400 ~ 

+O (q却) ，

5 ., 763 "-a2=4+ ~~n q2_-:;一一一Tq‘12 ~ 13824 ~ 

+i002401J166906840~~ q8 
79626240 ~ 45864阿才 A()A{\l\. :::r.. 

+。但却，) , 

1 _2 1 _3 , 13 
ba =9+一c; q 一一~" q3+一一一~ q16 ~ 64 ~ . 20480 

1961 " . 609 '" 
一俨+旷23592960 ':f. • 104857600 

+O(q8) , 

αs (q) = ba ( - q) , 
1 '_2 317 矗b4 = 16 + o.L{\ 'q 一一一一一 俨30 :z 864000 :z 



10049 
+272160000o t+0(gS) , 

i ", 433 向=16一-g2十一一-t
80 :1 ' 864000 

87 
一 272160000o t+O(gS) , 

1 . .,. 11 
b{i =25十 ;8 q2+亏瓦EZZ g4 

民 37 A 
一-一一一2D qó)十 ' 

147456 ':1. ' 891813888 

+0 (q7) , 
aõ(q) =bõ ( -q) , 

。 187 .. 
bß =36十一~~ ('/2 +一一-一一一一♂

v - - . 70 :1 ' 43904000 :Z 

5861633 (l , r-. / 11 qG+0 (q8) , 
92935987200000 

。 187 .... 
aG=36十一一-gz+-一一一一一"， q会70 :1 ' 43904000 :Z 

6743617 
+ " ...... "................"... - ……… qG+0(q8) , 

(18) 

当饥>7 时

乙
F、

α 卫一 …2+ __1 泸
州 Um一 旧 '2(饥2-1) 立

+刑2+7 圳
32(m2 -1)2 (例2_创 立

+9饥4+58m2 +29qG
64(刑且一 1)5 (刑2_4) (饥2 - 9) ':1. 

+0 (q7) 0 (19) 

注意， (19)并不意味着 ω=缸，而是它们的

差别为 0(q7) 。

方程 (13)与本征值 α扣， b:m+且相对应的

全周期本征函数分别为 ce:m (g) 和 se:m刊 (g);

与本征值 α如1， b:;Jr叶1 相应的半周期本征函

数分别为 Ce2n+1(g) 和 se:m+1(~) (详见 [6]) 。

这些本征函数具有如下的正交关系:

j:"刑(g， 归隅，(乙 q)dg=O， 时饵

J:何 sem (乙 q) sem , (g， 问=0，时响';

J:何 se，，， (~， q)的(g， q)何=0。
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(20) 

通常采用如下的归一化标准

.l f却 ce~， (g , q)dg = 1, 1 
OT; J 0 
1 r如~ (21) 
..L se;, (乙 q) d，; =10 I 
OT; J 0 

二、螺旋泵浦磁场中电子的运动

由如下等式

叫=去P.( z一去) (22) 

可求得

m= ?,?ø 
'hk1D 

将(23)式代入 α (到中求得

αm(q) =刑2+δ (q)

=4[E2- c2( p!+ p;) 

一 M2的 / (ñ2k~vC2) (24) 

(23) 

或写为

E2=C2 (必+p;+pD +M2c4十δ (q)ñ2k~C2。

(25) 

当横向动量 P1.. (pø;, p ,,) = 0 时此时 q=O， 因

此 δ (q) =0, (25)式给出

E2 = c2 (p!+p;+p;) + M2c全

= C2p2 + M 2c4 (2~) 

这是一个自由电子的运动状态。 所不同的是

电子的静止质量例。被 M所取代。

静止质量为例。的自由电子，其能量可

表示为

E=γ响。c2， - I (27) 

进入螺旋泵浦磁场后为

E~γ.Mc20 (28) 

考虑到一个沿 Z 轴运动的相对论电子柬p 电

子在 z 方向的动量远远大于横向动量。 我们

得

γ.~γ芳 在 (29)

或

归作非) . (30) 

这表明:一个沿 z 方向传播的平面电子

波，进入螺旋周期静磁场后，仍为一沿 z 轴方

a 



向传播的平面波，不同的是粒子的静质量发

生了一个移动，其值与静磁场振幅有关
A .lI A2 

L1m~二步 (31) 

在经典电动力学中3 一个沿 z 轴运动的

电子进入螺旋静磁场后，将产生一个横向动

量3 其数值为 +eAo， 且绕 .z 轴以角速度 ω甜

旋转，因此电子在作螺旋运动。

J 

三、激光场的影响

加入激光场之后， Klei丑-Gordon 方程

变为
<:>.lI 

一伊拉ψ(r， ←[(-i元(V+eAo) .lI

+例如4+盒'(t) J W' (r， t)o (32) 

它很难求得解析解。考虑到激光场远小于静

磁场3 我们可用微扰论来求解。微扰哈密顿
为阳

盒'(t) =2e.llAo.A.o (33) 

其中 A.(t) 为激光场矢势，它具有如下形式

A. (t ) =Â.[e"， ∞s(ω.t-ksz) 

+ell sin (ωst - ksz) J (34) 

方程 (32)精确至二级的微扰解为:

W'(伊， t) = W'(O) + W(l) + W'(2) 0 (35) 

式中 W(的是方程。)的解，而

V削价， t) 

= J d8川~P飞仰叫， p'， t) ， (盼
n=1, 2; 
1 rf 

α(l)(p， t) =手土丁 \ dt'H'饵，酌， t') 
'hMc:l J 

× 臼呵叫P[ ~ (E 一E ωω旷t'ι，

α川ω∞叫)(蚀p， t ) =τL雪
i 'hM c:J 

4 

x J: 叫 d~p'H/(p， P扩 γη) 

×叫云 (E-E丁γ叫t' Jaα叭?
(38) 

微扰哈密顿矩阵元为:

H'(p , p', t) 

-= J d3xW叫川)盒'(t)W(咄 p') 。
(39) 

电子的空间率分布为

V气俨， t)W(r , t) 

= W (WW (O) + (ψ仰)*W'∞+W' (O)W (l)*) 

+哩7'(l)*W∞+ (W'(O)*W(O) + W(O)W'(刻骨)

+W'间传1J!' (2) + (W(l)铃W'(.lI) + W'(1)W(2吟 。

(40) 

从文献 [4J 可知，上式右端第 1、 3、 4、 5 项只

给出一些高频振荡项p 对时间果均的结果为

霉。第二项是给出增益的项。略去此项中的

高频振荡部分得

ψ(0)铃哇7' (l)+W(O)哇7'(1)怜 =G∞s (Kz) , 
(41) 

其，中

G= --.!!.兰兰叫一一一」
Mc2..J去;;-L ..J元丁(E_-Eo斗九ωs)

1 , , 1. (42) 
气/在二 (E+-Eo- 'hω. ) J 

K=儿+ι。 (43)

E士分别为当 P=Po士 'hK 时的能量 Eo ' γs士

为 E土时的 γ 筒。 (41) 式表明，电子束产生

了聚束。既然它是给出增益的项，因此增益

来源于电子束的聚束。 (40)式右端第六项中

略去高频振荡项给出
W'(O)铃哇7'(2)+ψ(l)W(.lI)铃

=II1 ∞Is(Kz) +II8∞s(3Kz) (44) 

其中
E eEAiA8 
一-

1一 - 4M子买τ

r 1 
x Lf ..jγ:J 气/γ8= (E_ 一 句

× (E=-E_+元ω.)

+iJ7?J辛μ7
x(E手 -E+- 元心ω〉衬ω8) ) 

(45) 
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圈有较大的不同(图功，对衍射斑将有较大

的影响。

我们在系统中加入光阑，分别缩小通光

孔径。在不同的像差量下，测量校正后的能

量集中度，以爱里斑直径内能量为代表得曲

线(图 11) 。从图中可见，当通光孔径缩小到

外圈致动器中心时，能量集中度就有很大改

善，雪花状衍射斑也基本消失2 说明主要是外

圈驱动器外侧与被校正波前拟合不够造成残

余波前误差。

实验证明，系统经过二、三次循环后即可

实现最佳控制。

实验中所用的变形反射镜由凌宁提供，

高压放大器由李明全提供;与上海光机所邓

锡铭、余文炎、胡绍衣、范滇元等同志进行了

有益的讨论。特此一并致谢。

校正而J

8 - --12 一再

回斑直径 DÁ，.r

积分能量分布〈像散〉

校正后
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是最外层的致动器外侧的变形影响曲线与内
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增益饱和来源于:①退聚柬效应降低了增

益，产生饱和:②三阶聚束的出现，它给出三

次谐波的产生，从而降低了基波的增益，也产

生饱和。
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Il,.=-- eq~Æ 
3-- 4M8C6页

1 
'Y.- γB+..J石二 (E_-Eo十元ω川

x (E+-Eo一劫ω.) t 
x(E非-E今 - tl.ó).) J 

+, r- 1 i 而句仙巾仇豆山山ι川工bιιγ'Y.-川sι_ ..J句句作ωγη弘'Y.=(扣μ=斗(…E
x (E=-Eo+2元ω.)) 
x (E=-E_+缸t>.)

(46) 

其中 E+.. E=、 γhγ= 为 tp=tpo土 2K元时的

能量和 γ值。注意， Il1 与 G 的符号相反。因

此 (44)式给出了一阶退聚束项和三阶聚束

项。因为这一项是给增益饱和的项。因此，
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