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带电粒子面沟道辐射的混沌行为

邵明珠 罗诗裕 刘曾荣

(重庆交通学院) (安徽大学〉

提要:考虑了带电粒子沟道辐射的衰减和晶格场的周期性p 把粒子运动方程化为

具有弱阻尼和弱激励的摆方程。讨论了带电粒子面沟道辐射的混沌 (Ohaos) 行为，

计算了系统的 Mel丑ikov 函数，导出了系统的间值和通向混沌的可能途径。
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Abstract: The damping of channeling radiation and the periodicity of crystal lattice fl.eld 

were considered. The motion equation of particles is simplifl.ed to the pendulum equation with weak 

damping and weak excitation , The chaotic behaviour of the system is discussed, Melnikov function 

in val'ious cases is calculated, the threshold and possiblEl appl'oach to chaotic condition al'e derived. 

一百l

人们在研究带电粒子的面沟道辐射时2

常引入了下面两条假设:

(1) 带电粒子同晶面之间的相互作用势

是平面连续势;

(2) 无辐射阻尼。在高能和小振幅情况

下3 这两条假设是很好成立的3 而且在这种近

似下粒子的运动方程可化为 '

d2X . 1 
~十~ éW'(X) =0 (1) 
ω2 '2 
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式中

X=2￠/d，pSJ旦sε2=车1
，且 r (2) 

E=悦。γc2J K 1 = ~ZlZ:a82 N d~ 

必是粒子偏离沟道中心的距离;也是晶面间

距J zl，和 z， 分别是带电粒子和晶体原子的原

子序数 e 是电子电荷; NdfJ 是晶体的原子面

密度 'v 是粒子的纵向(沿着沟道方向)速度;

c 是光速;γ 是相对论因子;刑。是带电粒子的

静止质量; W'ÇX) =弯辜L2W(X) 是元
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量纲的粒子-晶体相互作用势。根据第二条

假设， 运动方程不含阻尼项3 而在第一条假设

下2 人们导出了不同形式的粒子-晶体相互作

用势3 常用的平面连续势有 Lindha，rd 势和

Moliere 势EL230

基于假设 (1)和 (2) 的某些近似性，我们

提出如下修正z

(1) 势是连续的3 但并不是平面的p 即粒

子的运动将受到运动方向的晶格周期场

A∞Eωs 的调制;当 A为小量时，这种调制

是很弱的，当 β1=0 时，相互作用势化为平面

连续势。

(2) 考虑到辐射阻尼3 引入与速度有关

的阻尼项向(dç/ds) 。当 α江很小时属于弱阻

尼情形3 当 α1=0 时化为无阻尼情形。

引入以上两条修正，粒子运动方程化为

在悄悄地)叫叫∞叫 (3)
式中 α1 称为阻尼系数， β1 称为调制振幅3ω1

是调制频率，与沟道方向的晶格周期(或外

场)有关。 α址和 β1 均为小量。方程 (3) 是一

个具有阻尼项的受迫摆方程，将它规范化，可

得

在+向(何/d7f) +削哨ωωτ(功
其中 τ= 、/否S， 且

的=O'.i/.J言， β2=ß1月， ωE去 (5)

在弱阻尼和弱激励情形下，方程 (4)可改
写为

在+叫=ε(一α去+βωτ) (6) 

其中ρ<8<<1， α、 β>0，且

或

α=的/8 ， βEβ2/8 (7) 

二、无扰动系统的轨道特征

考虑方程 (6)的无扰动情形CSl

各+血 ç=O (8) 

g=, 
~ (9) 

己= --sin Ç" J 
方程 (9) 描写了系统 (6) 的基本·特征，相应的

Hamil古O丑ian 量为

h=专己2 十 (1一叫) (10) 

根据 h 的大小3 相平面上的轨道可分为三类:

(1) h=2， 同宿轨道3 它把相平面分为两

个区域3 相应的解记为 Ea，且 11' 可表示为

11'. ç= 土2町csin(伽) t . (11) 
. ，=土2sechτj

士号分别对应上、下平面的同宿轨道3 粒子沿

这条轨道运动的周期?为无穷。

(2) 0<h<2， 振荡型周期轨道，用 110

表示，且可导出

110• ç =2眶。但(ksn7f)~ (12) 
. '=2kcnτJ 

式中

k=会 (13)

snτ 和 cnτ 是 Jacobian 椭圆函数3 粒子沿轨 '

道 (15) 的运动周期 TO 为

TO=4K (14) 

K=K(均是第一类全椭圆积分。当 h 单调

增加时3 周期 TO 从 2π 增加到无穷。

(3) h>2， 回转型周期轨道，用符号 11~

表示3 且

ç= 土2arcsin( sn手)1
E铲、‘'" , ~ (15) 

，=土之 dn( 王) I k \元/ J 

式中
k=2/h (16) 

dnτ 为 Jacobian 椭圆函数，粒子沿轨道(15)

的运动周期 T~ 为

T'=2kK (17) 

当 h 单调减小时3 周期 T' 由零增加到元穷。

三、系统的混沌行为

当 0号8<<1， α、β>0，方程 (6) 即为
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!=, 1 
~ (白'),= -sin Ç' + 6( 一α~+β∞sωτ) J 

描写了弱阻尼、弱激励状态下的受迫摆的运

动行为。系统的混沌行为依赖于同宿轨道对

方程 (6') 引起的混沌性质。为此，我们考查

向宿轨道 H"。构成如下形式的 Melnikov 函
数[缸

M(τ。)

=[二回[一α，+β
(18) 

式中 C仄(τ吵)由式 (ο11) 给出。注意到被积函数

奇偶性3 完成上述积分后得

肘。)=-8α+2巾。ch子归ωτ。

(19) 

r ̂ 2xl 式 (19)在区域τoE: IO， -"v巳|内有简单零点的
l. W .J 

条件是

1 β4 -=-ch乓乒 (20) 
' αx ~ 

式中二chZF 是系统出现混沌的阔值，用符
号 R∞ (ω〉表示，即

R=(ω)=tch子 (21)

由式 (20) 和 (21)可以看出3 对于充分小的 6，

只要参数民 β 满足条件

5〉R∞(ω) (川

系统即可出现混沌状态。

四、系统通向混沌的可能途径

分两种情况讨论。

(1) 由振荡型周期轨道进入混沌状态的

可能途径。

为此3 我们讨论振荡型周期轨道中产生

TO= 4K = 旦旦旦的超次谐分叉(例为正整
wn 

数)，掬成如下形式的 Melnikov 函数
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守 M，/)" (7:0 ) 

Ej:.[一αa~如~+ß啡β∞目ω(7:τ+τ川(功
(22) 

式中 C钉(τ吵)由式 (ο12均)给出。对于 n=l， 完成上

述积分，可得次谐分叉的 Melnikov 函数为
一__TT'

Mg(τ0) =4xß血ω咐础工程一

-16α[E(K) 一元'2KJ

(响= 1, 3, 5…) (23) 

式中

K'=K(元')元'2=1_k2 (24) 

且利用了 Jacobian 椭圆函数的奇偶性和 cn't

的三角函数展开式

τ=主主i主LTGOS(21-1)旦kK t:i 1+02/- 1 ~~- ,-- -, 2K 

(25) 

式中
q=e何K'jK (26) 

还可利用下列极限

lim 旦旦p7: =Po (27) 
τ-+。 τ

Meln阳函数倒在区间吨，
2子)内有简单零点的条件为

β/α>R(1) (ω) (28) 
式中

m肌灿川)沃如州(ωωωω叶〉
讨论ω一定3刑→∞时的极限过程，可揭

示系统逼向浪沌状态的可能途径。当 ω 一

定，例→∞时，有 k→1，元'→0， K'→π/2 以

及 E→1 等，由此可求得式 (29) 的极限为

EERZ) (ω〉 =fch子=R=(w) (30) 

即无限次振荡型次谐分叉的阔值趋向于1昆沌

的阔值。

另外3 对于固定的 ωp 当刑充分大时， k 

和 E 均充分接近于 1，由于 k' 充分接近于

零，则

k=l-护+O(的 (31)



/ 

K'=旦|1+1元'2+0(k'‘) I (32) 2 L - . 4'- , - ,,- / J 

再注意到双曲余弦的性质，可得

R'(吕也ibμ〉沃(ωω〉→生ch旦ω |μ1一王k旷俨，徊2斗+O (旷k扩俨F吨勺4η)
(，削J‘充分大〉 π 2 - L - 4 ov ,- ". / J 

<tch子=R∞ (ω) (部〉

可见3 在 ω"'R国 (ω)平面上P 无限次奇阶振荡

型次谐分叉的阔值 Rëb (ω〉是从 R∞ (ω) 的下

方逼近它的。

(2) 由回转型周期轨道进入混沌状态的

可能途径。

类似地，为了讨论回转型周期轨道中产

生问kK寺的超次谐分叉，可构成
和计算如下的 Mel丑ikov 函数:

Mtg(τ。)

=寸j;7Tv1俨

(34) 

其中 C红(τ吵)由式 (ο15曰〉给出。对于仿=1，完成上

述积分，可得刑阶次谐分叉的 Melnikov 函

数为

吗?(τh-JFE (K)

由β血ωτosech平:

m=1, 2, 3… (35) 

其中利用了 Jacobian 椭圆函数的奇偶性和

它的三角函数展开式

也τ :rr;↓ 2:rr;号、 ql ∞s主主
2K ' K t:t 1+q21 --- K 

(36) 

以及极限 (27)。上式中的 g 由式 (26) 给出。

Mel址ov 函数 (部)在区附 E (0, 

22巳)内有简单零点的条例
β/α>R'éb(ω〉 (37) 

式中
4E 刑πK'

'飞 (ω)= 一-'"': ch一一一 (38) 
古r;k -- K 

当 ω一定3饥→∞的极限是:

!ERdi(ω〉 EtchZF=R∞ (ω) (盼
即无限次回转型次谐分叉的阀值趋近于混沌

的阔值。 用类似上面的讨论还可发现p 在 ω

，."，R∞ (ω〉平面上，无限次回转型次谐分叉的

阔值是从 R∞(ω〉的下面逼近它的。

以上分析得到的结果表明3 在弱阻尼和

弱激励情形下，对于充分小的 α1、β1和固定的

ω，当参数 β/α 逐渐增加时3 振荡型周期轨道

可能通过无限次奇阶次谐分叉进入混沌; 而F

回转型周期轨道则可能通过无限次次谐分叉

进入混沌。
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型和选用腔参数，在各稳定区作其体计算和

分析。

(3) 当 D、 g: 取临界值时，仕的计算
值不一定符合实际情况3 因为这时高斯光束

近似失效。但在趋向临界点附近的稳定区内，

高斯先束公式仍是正确的。
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