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稳定光学谐振腔高斯光束的发散角理论

吕百达 H. Weber 

(四川大学物理系) (西德 Kaiserslauter丑大学物经系)

提要:当考虑到高斯光束在通过界面时参数的变化后，光学谐振腔输出高斯光

束的远场发散角(外发散角)一般不等于自由空间中高斯光束的远场发散角(定义为

内发散角)，使用 ABOD 矩阵) g- 和扩-参数表示，导出了在基模和多模工作时内、外

发散角的一般公式并对 (1) 固体激光腔 (2) 输出镜为平面镜; (3) 激光棒端面直接

镀膜成镜 (4) 热透镜腔等四个典型例证作了比较和讨论。

Theory of Gaussian beam divergence for stable optical resonatørs 

Lü Bα比1α
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H. Weber 

(Kaiserslautern U niversity, Fed. Rep. , Germany) 

Abstract: The Gaussian beam divergence for optical resonators (ex饲rnal diγergence angle) 

is not equal to that in free space(internal divergence angle, as a definition) when the 0hange of 

beam parameter through a dielectric interface has been considered. 1n this paper, using ABCD

matrix, g-and g飞parameters， the formulae for external and in切rnal divergence angles in fun

damental mode operation and multimode operation have been derived analytically. Four typical 

examples haγ'e been compared and discussed: (l)optical resonators of solid-state lasers; (2) r e80-

nators with one plan,e mirror; (3) directly ∞at冶d laser rods; (4) resonators with a thermal lens. 

-、引 E 

在自由空间中传播的基模高斯光束的远

场发散角可用简单公式

()n=~ 
Wπ饥'0

(1-1) 

来表示(式中 λ 为先在传播空间介质中的波

长， Wo 为腰斑半径)。当涉及光学谐振腔时，

情况比较复杂。应当注意的是，虽然曲率半径

为 ρ 的球面镜对激光束的反射变换可以认为

与焦距为f=亏的薄透镜对激光束的透射变

换是等效的p 但是3 光学谐振腔输出糯合镜与

薄透镜对激光束的透射变换并不等效。并且，
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前者还依赖于球面镜两个界面的几何形状3

这是在计算和测量由光学谐振腔藕合镜输出

高斯光束远场发散角时应当考虑的，因此，应

当回到仇的原始定义式，严格推导。 此外，

多模高斯光束的远场发散角。m， (i=l， 2， 下

同)也是一个存在有争议的问题。本文利用

ABOD 矩阵、 g-、 g*-参数表示和为实验所支

持的。m‘的定义[J叶飞推导出了简单两镜腔和

多元件先学谐振腔基模和多模高斯光束外发

i 散角 (OOi . •、 Omi. e) 和内发散角 (00川、 Omi. n) 的一

般公式，并计算了几种腔相应的发散角。

二、界面折射时高斯光

束参数的变化

如图 1 所示3 谐振腔内高斯光束通过折

射率 %、曲率半径 ρ4 的凹面镜 (平-凹形，厚

度可略而不计)向外传播3 镜两侧介质的折射

率分别为明、功。 则其传播矩阵为(1]

/ 1 0 \ 
M严! 勾，二川句n I (2-1) 

飞 'YJeρ4 勾'.

图 1 简单两镜腔和基模远场发

散角， L为腔长

利用 ABOD 定律易推知3 在民镜内侧

面上p 光斑半径 W，、等相面曲率半径 Ra.阳 的

高斯光束3 从折射率饥介质通过凹面镜传播

到折射率 %介质时3 其参数 W.，、 Ra.时为

Wei =肌 (2一2)

Rω卢孚ρ(2-3)
'18 

式中已设 Ra . ni =向。 此外2 在无色散介质中

光波波长满足关系

λ川'n=λ内=λ。 (2-4)
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λ。为真空中波长。

利用上述公式以及光腔 模参 数的

ABOD 矩阵元表示和 g-~g*-参数表示(2] 可

将简单两镜腔和多元件腔的高斯光束远场发

散角或者统一表为 ABOD 矩阵元形式，或者

分开写为 g-、扩-参数形式。

三、高斯光束的外发散角

由光学谐振腔糯合输出高斯光束外发散

角为通常意义下的高斯光束远场发散角， RP. 
实验中所测得发散角。其定义为

基模

θωet乓~=J(去Y+(否?
(3-1) 

多模

。剧te=丐立。0' . . (R > W L) (ι幻
rrL 

按文献[2J 定义， (3-2)式中 R 为实际限模光

阑半径J WL 为限模处基模高斯光束光斑半
径，若取激光棒为有效光阑，则 R 为棒半径

(图 2) ，且

忏L肘斗hHhf向i
H'Í IVJ. IV. 

图 2 多元件腔和多模远场发散角

W i.= Wg,[l+ (d,-LQi)'/z5,J (3-3) 

式中 Zo， 为瑞利长度

得

zω=孚 (3-4)
1.基模由 (3-1) 、 (2-2) 、 (2-3) 等式可

f)~'.A=主ι
'J'(; 

×话 (D，-A，)'+记 [4一 (A，+D，) 勺
2η川'nB，、14一 (A汁D，)2

(3-5) 



式中 A" D. 为腔内往返一周传播矩阵元素，

下同。

对简单两镜腔可写为俨参数形式

()~，..= ^~ .27;如 (1-g，) 2+ 勾;g， (1-g1g2)
O',e πL 勾川，，. ...jgl g2 (1- glg2) 

(3-6) 

(ιj=132，且 4手j， 下同。)

对多元件腔。01.. 可表为扩-参数形式

。2 _^e .'YJ;gj(L*/ρ1，) 2十773g:(1-dd)
叫M一石L* 轨勾'e.Jg~g; (1- g~g;) 

(3-η 

2. 多模

lρ2 
Vmi ,e 

r (l-AJ);‘〉斗{(号矿Y(D且4一A ，)沪〉户2

=R2J+(号)\4 一 (A汁D;)2J川、
{琦[阳
+ {2d仇.(ο1 一 A;D，) 一B‘ (D，一A ‘，) }2 f 

(3-8) 

简单两镜腔

(j'!, "时 .6

r川 -2g1U2) 附'J(ωg 一斗1白)

+叫(号号~)归2V〉g趴以ω‘';(1ο1 一才仰d巾2/庐L2 J i 仰仰川2 (ρ(ο1叫 i 
+[主 (ωg仇l+g庐扩2-一2如仰帅g庐2← (ο1一趴ω州阳)g汕g钓j

(3ι-9盼) 
多元件腔

0: mi,ø 

[g;(L*/ρ1，) 2+ g; (1- g~g;) J 

x [(去yg;(L*/p,) 2 

+(子r g;(l- g~g;) lR2/ L*2 
'"宫、、 '18 I J 

{g;肿g;
+g纠: (1一 g~g必;)汀]一 gj(L铮γ/ρ4斗) ~ J 

(3- 10) 

式中 g.、 g:、L、 L* 定义与 [2J 同。

电

四、高斯光束的内发散角

本文定义在光学谐振腔内介质中高斯光

l 束的发散角为内发散角。 它等于腰斑仍为

W剧的高斯光束在折射率 明自由空间中传

播的远场发散角3 如图 1、2 中虚线所示。 即

基模

1

占
A

吐L

而且zm
叩

ω
 

AV 

多模

。"‘...亏王一。0，，，， (• 2) 
f' L 

1.基模仿前节可得

Oõ，...=主ι.2(l-A，D;~ ， o (4-3) 
π B;、/4一 (AáD;) 2

简单两镜腔

Oõ，...-斗!!.....igl+ g2-2g1U2~ (4-4) 
πL .J glg2 (1-g1U2) 

多元件腔

O~，...= ^:.~.fl; (L*/p;) 2+豆旦二到gi2
Oí，" 一石L*- ~到(1- fJ~g;) 

(4-5) 
2. 多模

。画 4(1-A ，D;)2R2

Vm'...- f B;C4一 (A汁D，) 2J . l 
1 + {2d,(1-A,D;) -B,(D,:"" A;)}叮

(4-6) 

简单两镜腔

。ZM

(gl + g2 - 2g1g2) 2 R2 / L 2 

( 
MB叫树

‘ 

+{生 (gl十 g2- 2g1U2) 一 (l-g，) gJ十
(4-7) 

多元件腔

θ~，.n= 时(L*/向)ll+ g:C干dgD产R讪?
( _" _* /1 _* _*\ 1 f d, I 叫 L

骨 \ 2 1I g~g; (1- g~g;) +行计的(一门
l-'-' 、 fJi / 

l +抖。-g~g;) ]-gj(L*/p;) fJ 
(4- 8) 

比较节三、四可得如下结论:

(1) 一般情况下 Oo.e 手。0 ， ") ()m ， e 手。刑， n。
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因此2 对光学谐振腔， (1-1) 式不能无条件使

用。

, (2) 对简单两镜腔。01... = ()02... (日701 与

W02 重合λ但 (}01.ø 一般并不等于 ()02. e，这是

由腔参数非对称所引起的。对图 2 所示多元

件腔，因腔内存在两个位置、大小不同的腰

斑3 故()01 手。020

(3) 多模高斯光束远场发散角与波长无

关3 这是因为基模高斯光束远场发散角随波

I R V.! 1 
长增加而增加3 与模!序数刑二主(一一)一一

\ WL' j 2 

随波长增加而减小的二因素恰相抵销。

(4) 多模情况下一般有()".1手。m勾除了腔

参数非对称原因外3 与限模光阑位置亦有关。

五、典型实例

为说明节三、四公式应用3 兹举以下网个

典型实例予以讨论。

1. -般固体激光谐振腔
此时有轨=勾'ø=1， 7].=η(反射镜介质折

射率)和Ã.ø=儿=λ。

(1) 外发散角

对于基模:

()~，..=~. r/(D‘ -A.;)2+4一 (AI+D;)2
0.. ø :n;二 审 2鸟飞14- (A ,+D.)2 

(5-1) 

简单两镜腔

饨..=主L.η2gj(1-g.) 2+队(1-g1g2)
πL "';g1g2 (1← 919ρ 

多元件腔
(5-2) 

()~i.~=主L-fg;(L*1ρ沪十g:(1-g;g;)
υ川 πL‘...;g;g; (1-g;g;) 

(5-3) 

对于多模z

e~ "", 6 

J(1-AiD.){俨(D;-A沪I
= ]?2 ___l,+ [4一 (A汁D，)2J } I 
AiB;[4一 (A，+D川}

+ {2d,(1-A;D,) -B， (D‘一 A，)PJ

(5-4) 
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简单两镜腔
θ2 

l1Z1, Ø 

{(g1~供一2g1g2) Lifg,(1-9叫
+队(1-g1g2) JR21L2 

{-W20-M2) } 
+[生(民+ρ-9192) 一 (1叩) g， r} 

(5-5) 

多元件腔

()~ m',.= 

( 敏: (LVdv:(叫必)] } 
× [if的 (L*jρ，)2+队。一gfg;) ] R2 j L *~1 

ig:"1-dd)+{岳阳似/fi
+g: (1 -g~g;)] -gj(L*jp,) 1 

(5-6) 

(2) 内发散角与(4-3) '" (←8) 相同，

仅Â.n = Â.o。
2. 输出镜为平面反射镜

此时向→∞， η田=1， Ã.ø=Â.o 

(1) 外发散角

对于基模

()~i.. Q=坠卫生.江三互
Uh8 ~ _B, 

简单两镜腔

简单两镜腔

。14a=当~n)!.二血
v.，.， πL 'V g, 

。2._=~R2ïL2
时.6 苦γ(生r

多元件腔

(5-7) 

(5-8) 

(5-9) 

(5-10) 

(5-工1)

句，~R2IL*2
ZMZ g; 〓生~2 (5-12) 

g;(1-dd)'\L*j 

(2) 内发散角 ·

对于基模



λo ,,/1 - A; 
可兰立三L 但-均

筒单两镜腔

何i ， n 击~J于 (5-14)
多元件腔 • 

634'"=」37Jd(飞到g;) (5-15) 
刷品"阳 Yi

对于多模
D2 

()~n . ... = 1)2 (5-16) 
12+d 

。 简单两镜腔

。哩 R2jL2

24·Ffr(22 
多元件腔

。2 R2jL吨、
",.... gj -L(豆LY'! 

g; (1 =- g~g;) ，

飞 L铸/

(5-17) 

(5-18) 

比较 1~ 2 的结果可知3 对一般光学谐振
腔，内外发散角是不同的2 但当输出镜为平面
镜，且饥=1 时3 输出端内、外发散角相等，可
不加区分。

3. 激光棒端面直接镀膜成镜的谐振腔

这类腔型因具有稳定性好、不需复杂调

整等优点，激光加工等应用乐于采用。

此时有句.=7].=1，轨=7]r(棒折射率)， 'J... 

&:;\..0，;\....= 主立
η， 

(1)外发散角

对于基模

()*..-=主立 .iD‘-A沪+7];日一 (A.+D，) 2]
....，

...π 27]rB.、14-(.A，+D，) 2

简单两镜腔
(5-19) 

()~，._ =土L 的。_g.) 2+ 句?队(1-g1g2)
V1O'1D

πLη'r.../ 9192 (1-9192) 

多元件腔
(5--20) 

()t 产主L. 到 (L*jρ沪+句句; (1-=- g~g;) 
V 1O 'D 何L‘ 匀，、Ig~g;(1一抖抖)

(5-21) 

对于多模
. . 

。2mi,' 

白R2

{~川，D，)仙一AdB}
+7];.[4一 (A，+D，) 2]}
B;[4一 (.A，+D，) 2] l 

+ {2d,(1-A,D,) - B;(D,-A,) P f 
(5-22) 

简单两镜腔

(); m( ,6 

{C叫2-2g1g2) [gj←如)2}
+勾7.g ， (1- g1g2) JR2jL2 

g1g2 (1-gofj2) J 
+[生 (g1+g2- 2仰)一。 - g;)g;rr 

(5-23) 

多元件腔

r[g;(L*jρ沪+g;(1 -τ g~g;) ] 1 
~ x [g;(L*jρ;)2 + 勾;g; (1 r 

o;" ，..=~- g;g;) ] R2j L*2 
1II,.e= 

( 
-

g~g;(1- gig;) 

+1岳阳L*j向)2

l +g;(1-g~g;)J -gj(L*jp,) fJ 
(5-24) 

(2) 内发散角

对于基模

()*..ft = ~. ___2 (1-A,D,) 
Oi ，nτ 匀rB旷主- (.A, +-D:) 2 

简单两镜腔

()~'. ft=λ。 .l91+g2-2g1g2)
0'， 71 王L7]r 气/g1g2 (1-glg2) 

多元件腔

(5-25) 

(5-26) 

()*'. ft=一主_0_. g;(L*jp沪 +g;(1一觅觅)0.... πL份饼 、/g~g; (1- g~g;) 
(5-27) 

对于多模与(4-6) '" C←8) 式相同。

由此可知3 这时一般应区分内、外发散
角。仅当激光介质 η=1 时二者才相等。

4. 热透镜腔

这是多元件腔的典型例，一般情况可用

旷-参数表示3 发散角公式如节三、四所述。现 ，

在考虑向→∞，向→∞，透镜厚度等于腔长
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L， 直接镀膜的特例。此时往返矩阵为(lIl

。os2b 号sin2b},f= 
-tdn2bω 2b 

/DL 
式中 b=J气二， D、 ηT 分别为热透镜的光焦

'Jr 
λ。度和折射率。 将7Jn=匀r，匀1.=切=1，儿=一勺
匀，

λe = λ。和 d; =O(即端面为限模处〉代入节三、

四公式得

(1) 外发散角对于基模

θ2λo 旬rv'l-万丸。JE
0', e = --;-. B, = ---:-γ -y;-

(ι28) 

对于多模:

lì~li ， Ð = 仰头-Ai2..=孚R2

(5-29) 

(2) 内发散角 对于基模:

()~'-"=~. V'I=互=~j主
u"n 'J町'r B， πη，守 7JrL

(5-30) 

对于多模:

O~n'，n= R2(1ζ A;) _ D lI D =R 百万 (5-31)

由此可知: (1)0侃 =()ω， (}ml=(}m2， 因为腔

矶，6θω， 6 。而， e
参数是完全对称的;(2)-EJz瓦;:;=万不7

=η，。

六、数值计算例

兹以平凹腔为例作计算，设 82 镜 P2叶

∞，激光由民端输出。

1.简单两镜平凹腔

由 (3-6) 、 (3-9) 、 (4-4) 、 (4-7)式可求得

(叫=(叫=(旦旦' : r (}"n / \ (}O" n / \0制，n / 

= 氓的 (1-.q，)2+队 (1一仇出)
gl+ga-2g1!J2 

(η'6= 勾ft=l) (6-1) 

当 ρ2→∞时3 由 (6-1)式得到

' 454. 

(告r 川(活-Df(叫
分别以冉、L 为参数， (}ol， e、 (}Ol，nC归一化

值)随←l乙、己=~=主的变化曲线示于图
向 L g 

/ 。、 2

8、 4;(去~)随 5、己变化曲线示于图 5、 6 (已

取勾'8=1. 酌，由图可见:

(1) 取向为参数3 在稳定区内， (-先r

2. 

1. 

1. 

1. 

0.1 ~~O.6 0 . 7 甘窍

图 3

1. 

1. 

1.3 

0.91 

O. 

2 

图 4



!(剖， -\ 
0.9 

0.8 

0 . 7 

0.6 

。

图

(剧'

:1\\二二
1. 

J.5 2.0 2.5 3 . 0 立百 4 .σ王5万.0 ，

图 6

随 L 增加而线性增加，当向→L 时，先→饥
(=1. 5) I 因而必须考虑。16 与 (h.. 的差异。当

L=ρ1/2 时3θ01，..取极小值

。OM|mn=(73?)气

当 L=去ρ1 时， ()01, 6 取极小值

。OLe|r(33?)宫，
即不仅 ()01... 与 ()01.e 的极值不相等，而且还不

在同一处达到极值。这说明3 仅用。Oi ， n 不能

准确描述高斯光束远场发散角的极值特性。

份驯服数3;if 随 ρ1 增加而单
调减小3 在极限情况下3ρ1→∞(平行平面

腔)33it→1。并且，比.6... (}1Jn 随 ρ1 增加3 都
是单调减小的。

2. 多元件平凹腔

由 (ι7) 、 (3-10) 、 (4-町 、 (4-8) 式可得

〈句"四句e=1) , 

(会r =(元ffY=(云:17)2
'1r.g; (L*/ρ俨+ g7 (1- g~g~) 
gj (L* /ρ.) 组 + g; (1- g~g;) 

(6-3) 

以含一个热透镜平凹腔为例3 取 ρ2叶∞，

向=2m， L=1m, d1=出=0.5m，求得临界

光焦度 D， 临界作数和临界状态时 31兰的
计算值列于表 1。

数参界

1
-

临

表
在光D界脂况情界肿

阳
8,.. 
8， .饨

1. g1.g;=1 1 Dr=-O 叫 g~，r=O 吭 I '1), (=1.5) 

g;,r=1. 33 

II. g~ . g~=O I Dn=1.33 I g~ ，n=O， 咛'. \. =1.5) 

|dd,II1I1E 433 
ll1. g~' g;=O I Dr俨2 -0.251 1 

g;'lll~O 

工v. g~.g;=ll Drv=4 I g~，IV= -1, I 1 

g;IV= -1 

3:17 随光焦度 D 变化示于图 7。

(J, ../9". 

百 4 -D"(m-1) 

D I1 DI11 ('. DJV 

图 7

由此可知:

(1) 因饥>1，由 (6-1) 、 (6-2) 、 (6-3) 式

得到 32?〉1。
(2) 对多元件腔，仇， e、 ()1... 和仇， e/()1... 随

先焦度 D 的变化是复杂的，应当根据具体腔
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K'=旦|1+1元'2+0(k'‘) I (32) 2 L - . 4'- , - ,,- / J 

再注意到双曲余弦的性质，可得

R'(吕也ibμ〉沃(ωω〉→生ch旦ω |μ1一王k旷俨，徊2斗+O (旷k扩俨F吨勺4η)
(，削J‘充分大〉 π 2 - L - 4 ov ,- ". / J 

<tch子=R∞ (ω) (部〉

可见3 在 ω"'R国 (ω)平面上P 无限次奇阶振荡

型次谐分叉的阔值 Rëb (ω〉是从 R∞ (ω) 的下

方逼近它的。

(2) 由回转型周期轨道进入混沌状态的

可能途径。

类似地，为了讨论回转型周期轨道中产

生问kK寺的超次谐分叉，可构成
和计算如下的 Mel丑ikov 函数:

Mtg(τ。)

=寸j;7Tv1俨

(34) 

其中 C红(τ吵)由式 (ο15曰〉给出。对于仿=1，完成上

述积分，可得刑阶次谐分叉的 Melnikov 函

数为

吗?(τh-JFE (K)

由β血ωτosech平:

m=1, 2, 3… (35) 

其中利用了 Jacobian 椭圆函数的奇偶性和

它的三角函数展开式

也τ :rr;↓ 2:rr;号、 ql ∞s主主
2K ' K t:t 1+q21 --- K 

(36) 

以及极限 (27)。上式中的 g 由式 (26) 给出。

Mel址ov 函数 (部)在区附 E (0, 

22巳)内有简单零点的条例
β/α>R'éb(ω〉 (37) 

式中
4E 刑πK'

'飞 (ω)= 一-'"': ch一一一 (38) 
古r;k -- K 

当 ω一定3饥→∞的极限是:

!ERdi(ω〉 EtchZF=R∞ (ω) (盼
即无限次回转型次谐分叉的阀值趋近于混沌

的阔值。 用类似上面的讨论还可发现p 在 ω

，."，R∞ (ω〉平面上，无限次回转型次谐分叉的

阔值是从 R∞(ω〉的下面逼近它的。

以上分析得到的结果表明3 在弱阻尼和

弱激励情形下，对于充分小的 α1、β1和固定的

ω，当参数 β/α 逐渐增加时3 振荡型周期轨道

可能通过无限次奇阶次谐分叉进入混沌; 而F

回转型周期轨道则可能通过无限次次谐分叉

进入混沌。
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型和选用腔参数，在各稳定区作其体计算和

分析。

(3) 当 D、 g: 取临界值时，仕的计算
值不一定符合实际情况3 因为这时高斯光束

近似失效。但在趋向临界点附近的稳定区内，

高斯先束公式仍是正确的。
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