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自由电子激光器的能量模型

陈建文 张大可 雷仕湛 王 ì~文

(中国科学院上海尤机所)

提要:本文建立了自由电子激光器(FEL) 的能量模型3 分别计算了弱信号和强信

号两种条件下 FEL 的能量转换效率。这一模型计算简便，物理意义清晰，适用牙具

有不同磁场结构的 FEL，如螺旋场 FEL、 轴向场 FEL 或者螺旋场和轴向场相迭加

FEL; 并可用于处理多种问题p 如谐波辐射、短波长辐射……及参量变化等。最后， 值

得一提的是，该模型对于三维问题也是完全有效的。

Energy model of FEL 

Chen Jiαnωe叽 ZhαηgDα7ce， Lei Shizhαn， Wαng Re鸣ωen

(Shanghai Institute of Optics and Fine Mechanics, Academia Sinica) 

Abstract: In this paper, an energy model of FEL was set up to calculate the energy 

t1'anfer rate of FEL under the conditions of small signal and strong signal respectivély. This 

model was simple in calculating, clea1' in physical meaning and adequate fo1' FEL with 

di:ffe1'ent magnetic structu1'es , such as FEL uwith wigglers, FEL with axial magnetic field 

FEL with helical axial magnetic field combination. It could be used to deal with va1'ious 

problems such as harmonc radiation, short wavelength 1'adiation, parameter varÍat ions and so 

QIi. The model is suitable fo1' three dimensional p1'oblems. 

-、引

自从 1976 年自由电子激光器问世以来，

已经发展起了多种理论，例如:虚光子理

论(1)、搞合麦克斯韦尔一玻尔兹曼方程[l!)、单

粒子模型[3J以及量子理论ω等。虽然这些方法

都已在实际运用中获得成功p 但是，其计算过

程都比较复杂，而且近似程度也比较高。特别

是在强信号条件下，或者当一维模型不再适

用，例如，在螺旋磁场中再引入一轴向磁场来

准直电子束的时候2 这种缺点就变得更为明

显。比外，还有一点需要指出的是，上述各种

方法都具有一定的局限性2 亦即只适用于某

几种特定的情况，换言之，它们并不具有普适

性。 为了克服这些不足之处，我们建议可以

采用一种新的模型以简化计算p 使之具有广

泛的应用性，同时又能给出一个比较清晰的

物理图象。众所周知，当具有一定速度，亦即
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具有一定能量的相对论电子进入激光器之

后，通过与电磁场的相互作用，在一定的位相

匹配条件下，其运动状态将发生变化，并由此

引起辐射场和电子束之间的能量交换2 而这

一能量交换又将进一步改变电子的运动状

态3 从而导致更进一步的能量交换p 这样场和

电子互相作用，互相影响，直至位相匹配条件

不再满足为止。因此，在这种相互作用过程

中3 我们既可以把相对论电子和辐射场的能

量变化看作是电子运动状态的函数，通过确

定电子的状态参数来求取能量转换效率和辐

射强度的变化，如在前述一些理论中所做的

那样，同样p 也可以把相对论电子的运动状态

看作是它的能量的函数p 而用能量变化来表

征电子与场的相互作用过程及其结果。这两

种不同的数学处理方法3 它们所反映的物理

实质其实是完全一致的。有鉴于此3 特别是

考虑到在相对论电子与电磁场的相互作用过

程中必须遵循能量守恒定律3 我们建立了本

文所述的自由电子激光器的能量模型，这一

模型的特点可以简单地概括如下:将相对论

电子运动参数的变化表示为相应的能量参数

的变化，同时，通过能量守恒定律p 建立起辐

射强度的变化与相对论电子能量变化之间的

函数关系。在下面我们将会看到，由于用单

一的能量转换率方程取代糯合动力学方程，

这样就极大地简化了计算过程。特别值得一

提的是，这一模型对于具有不同磁场结构的

自由电子激光器，如螺旋磁场 FEL，轴向磁

场 FEL 或者螺旋场和轴向场相迭加 FEL

等都是适用的，它不仅可以用来计算自由电

子激光器的能量转换效率和增益，而且还可

以用来讨论诸如谐波辐射、短波长辐射以及

变参数等问题。

二、基本方程

在本节中，我们将从单个相对论电子的

Loren也方程和能量方程出发，导出具有圆
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偏振 Wiggler 自由电子激光器的能量转换

率方程。而相对论电子束的整体宏观放应，

则可通过对单电子效应的平均来求得。

设圆偏振 Wiggler B回以具辐射场 E，

和 B，可以分别表示为:

B甜=Bw{ê.， cosç咽 +êllsinç"，} (1) 

E，=Er{Jz∞sι-JU SMι} 
(2) 

Br=Er/c{êa;sinÇr+êIlC佣çr}

式中， B"， 是螺旋磁场的振幅， ç四=K ",z +φ响
而 K回=2π/λw， λ怕是螺旋磁场的空间周期p

φ怕是所讨论的电子进入空间周期磁场的初始

位相;ι=KrZ一ωrt +φ盯ωr=cKr 是辐射场

的圆频率) cþr 是相应的初始位相3 而 Er 和

E，/o 分别是辐射场电矢量和磁矢量的振幅，

可以表示为纵向座标 z 的函数。

单个相对论电子的能量方程和动力学方

程分别为:

土 γ=-且~v.E， (3) 
at 竹w-

4γv=-主L{E，+vx(B，+Bw)}
αE 仰Z

(4) 

式中 γ是相对论能量参数， I e I 和刑分别是

电子电荷数和静止质量。方程 (4) 是矢量方

程3 其俗和 y 方向的分量分别为:

兰一位=J旦旦旦 4 日in[.川'
巾'例~~

-午三。一β叫r (5) 

d 叫=-业道~ zcos[ .. dt 'J 刑~~

+唔(叫.)sinç， (6; 

式中 βø=Z/C。

方程 (5)两边同时积分2 即有:

γa;=旦旦 sinçr-与32旦 ωçø
m白马 'TTb .D.. ø 

-~旦L r si时， dEr ..' (7) 
'Tl悦。r J 

式中略去了积分常数。这样做的目的只是使

表达式更为简沽，而不会对计算结果有任何



实质性的影响。同样有:

f 

γy=与去叫r一号2号 8infw

一仕 j∞s乙 d且 (8) 

将 (7) 、 (8)两式代入方程 (3)，我们得到:

γ舌 γ二号ZLM∞8f， -γ向ι}
( lel Va E~B 

=(去Hyf ∞8 (~w刊，)

斗(怡~y !: {OOS~， f _:_o~ ) ~iιI 8in~， dEr 

-ωfo叫dE， } (9) 

方程 (9) 已不显含横向运动参量， 为了进

一步消去纵向运动参量，我们设:

ββ.0- 8βg 
(10) 

γ=γ。-δγ

式中2 下标"0口表示初始值。考虑到 β1. <<βzZ己

1，那么3 从相对论能量参数 γ 的定义式可以

求出下述近似关系式:

1 (8 'Y\ 
悦，但丁(手) \ (11) 

10 、 10'

可以证明，这一近似对本文的计算结果没有

任何影响∞。

方程(11)给出了相对论电子纵向速度的

变化与其能量变化之间的函数关系，由此有:

生= flP..=ll一二日7 ，\
dt -，....γ、 \γ。/

z=zo+ut-~ r 主7 dt 
γÕ J γ。

(12) 

式中 u=cβ础和 Zo 分别为相对论电子的初始

纵向速度和座标。

将(12)式代入方程 (9) ，即有:

止任主丁绍一(JιVlE，B四
dt 飞 γ。;--飞γomc/ Kw 

×∞8 (LIω叫。)-(茹r

斗在ji叫ω扑向) f尝 dt

-(毋)古{ω(川ι)

x f sin (f，川制E，

-8且 (~，o+何，.) f 008 (ι川ι)

×归，} ，~. (13) 

式中 LIω=Kwu一件。一βJ
φ。=(K由十K，)zo+仇。+冉，

ω=c(K，+Kw) 

g，o = 一ω铲 (1 一β.o) t 十 φ，

δ5，=-3(字dt ', (14) 
10 J 10 

方程 (13)就是我们所要导出的能量模型

的基本方程，我们注意到在方程的等式两边

都出现了 δγ/γ。这个物理量，但是p 对它们

所含的物理意义的理解却并不相同:3主方程
式左边，代表了相对论电子的能量转换率p 而

在方程式右边，考虑到方程(11)和 (12)，则代

表了相对论电子运动状态的变化。这就是说，

我们用一个简单的方程概括描述了自由电子

受激辐射过程中电子与场之间的作用和反作

用，这样，不仅在很大程度上简化了计算步

骤，而且还使我们的理论模型具有十分鲜明

的物理图象。 以下，我们将根据这一基本方

程，分别计算在弱信号和强信号这两种不同

、 条件下的能量转换效率。

T1I" 

二、弱信号条件

, 
~ 

在弱信号条件下，辐射场电矢量的振幅

E， 可以近似地看作是一个常量，即 E，~Eo，

于是，方程 (13) 即简化为:

止住7 ，\ ~_(_le_1 ,\9 EoB旦
出 \γ。/…飞 γ。响c/ K咽

川m…叫O佣叫川s叫(

7口πn

×τ鱼子手 8in (Llwt十φ。)
.Llr... W 10 

x r 主7 dt (15) 
J 10 

方程(15)式两边同时积分，即有:
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非-3去{归(.1ω叫h叫}

-Dwr f叫ω叫)

x u: õγ/γodt忡(叫
式中:

G恤r=(-.l旦Ly~虫. Dwr=GfD'乓
飞 γ。响。 I .J5..咽 'γ5

(17) 

为了解出方程 (16)，我们将 δγ 展开为

各级量的级数，即:

δγ=的1+δγ2+… =~δγ" (18) 

其中， δ饥民Eo， δ1'2 o:::. E~...…将此展开式代

入方程(16)，我们得到了一系列关于不同级

欢的 δγ" 的稿合方程:

只')1， G 
f-2{创刊。一sin(Llω叫}

与主= -DfD' I sin( Llwt忡。) r ft羊城如
ro J LJQ 10 

与巳=-D咽， r sin (Llωt+仇)
ro J 

x [f:与~ dt'Jdt (19) 

方程(19)所给出的实际上是单一相对

论电子在同 Wiggler 磁场和辐射场相互作

用过程中的能量变化规律。考虑到电子的初

始位相在0--2π 的范围内无规地分布，因此，

各个电子能量变化的幅度和方向就不尽相

同3 这就要求我们对各个单电子的初始位相

φ。按其统计权重求取平均，以了解相对论电

子束作为一个整体的宏观效应。这样，根据

方程 (19) 我们有:

/ 究气L\ 1 (2π 《矶 , 
(~ ) 三节一 ~dφ。=0
\γ。 / ... :Ó3li J 0γ。'

/ δγ2\ GfD，Dwr 51 ~~~ A … s 

\γ。 /φ .1ω3 L- …M 】山W

一专 Aωtsinω} 

(20) 

方程 (20) 表明，当相对论电子进入
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Wiggler 磁场之后，按照其初始位相的不同，

一部分电子将获得能量而被加速，另一部分

电子则将失去能量而被减速，但是，就其总体

而言，电子束的能量并没有发生变化。此时，

场对电子束的作用结果，仅使其形成空间聚

束3 而只有经过聚束的电子束才会与辐射场

有能量交换，并在一定的初始条件下，使辐射

场得到放大。这一点，与其他理论所给出的

结论是完全一致的。

在能量守恒条件下，求得辐射场的增益

系数为:

g (t)= E..<δγ〉h唰2~ (21) 
句EÕV

式中向是相对论电子束的宏观密度， V 是相

互作用区域的体积3 句E~V 则代表了辐射场

的初始能量。将方程(20)代入(21)式， ~p有L

g(t) = 队 |6 |?此 {1-∞s LlωS
ε KfD响aγõLlw3 L 
Aωt . • . 1 ~ . (22) 2 --- --- J 

由方程(22)所给出的增益线型，与其他理论

所给出的也是完全一致的。显然，采用本能

量模型来进行计算要简便得多。

四、强信号条件

在强信号条件下，辐射场电矢量振幅 E，

的变化对相对论电子束能量转换效率的影响

不再能够忽略不计，也就是说，我们必须从基

本方程 (13)式出发来考虑有关强信号的一些

问题。

在本节中，我们将首先从能量守恒定律

导出辐射强度的变化与相对论电子束能量变

化之间的函数关系3 然后，通过求解基本方

程给出强信号条件下的能量转换效率，并对

饱和现象做出说明。

1.辐射强度的变化规律

设辐射场和相对论电子束的能量密度分

别为 Wr 和 We:



W.=EoE~ 

W.= ρe予刑c2
(23) 

式中 γ 表示能量参数的平均值。而总的能量
密度为 .W~Wr+Wel 在能量守恒条件下，

有:

dW=dW.+dWe 
=εod(E~)+ρe响。咱(予)=0

方程 (24) 的解为:

E;-E;o二号与一γ心

=生守c二(去)

(24) 

r~ , W.o/ 、-\1E;=E;o ， 1+手立(二)~ (25) 
rr rO 、 10 1 )

式中， E呻为初始时刻辐射场电矢量的振幅3

W呻=ρeγo刑c2， W呻=E~。分别代表相对论

电子束和辐射场的初始能量密度。由于在强

信号条件下，恒有;W甜(δγ/γ。)<<W吗于是3
Er可以近似地表示为:

E卢E.o+α(立)=E时叨r (26) 
、 10'

α=安哥 (27) 

方程 (25)和 (26)分别描述了辐射强度和辐射

场电矢量振幅随相对论电子能量的变化而变
化的规律。下面我们将讨论其相应的逆过
程3 即辐射场的变化如何影响电子的能量转
换效率。

2. 强信号条件下的基本方程及其解

将方程(26)代入基本方程 (13)，我们就

得到了在强信号条件下相对论电子的能量转
换率方程:

去(~:)=一(叔zYZT(ETO+α芸)
×∞自(L1ω6忡。) -(半Lr之β，，(Ern

飞 γη0')竹例7ηW/ J5.. 町γη8 \ -• 

. 

+α 斗尝~)抖刽圳叫丑叫咐(仰A岛ωt+忡φ0)才j尝 d 

-(歹#叔劫甜叩i织妹如即t先如切E才ëY亏丑去示(怀ιι川0计巾+忖α 芸)
x{∞s(句+砖r)f时

-si丑倍rO+ O~r) r ∞s倍rO+砾r)d( 0'}')1 
J 飞 γ。 1)

(28) 

对上述方程的物理解释与弱信号条件下的情

况相同，只是在方程(28)式中更加突出了辐

射场的变化对相对论电子能量转换率的影

响。

为了求解方程 (28)，让我们首先来设想

一下相对论电子是如何与 wiggler 磁场和辐

射场相互作用的。相对论电子在进入

wiggler 之后，其运动状态将受 wiggler 调制

而发生变化，此时，如果有一强信号注入激光

器内3 那么p 在一定的条件下，能量将从电子

束向辐射场转换，而被放大的信号将继续同

电子束作用3 引起进一步的能量转换，从而使

其本身得到进一步的放大。这一相互作用过

程将一直持续到场与电子处于平衡为止。这

就是通常意义上的增益饱和。有鉴于此3 我

们将辐射场电矢量振幅的变化δEr 和电子相

对论能量参数的变化 δγ展开为级数:

Er=Ero+δEr=E呻+δEr1+oEr2 +...

γ=γ。-0γ=γ。-(δγ1+δγ2+ …)

(29) 

于是，上述相互作用过程就可以方便地用下

列关系式来表征:

Er。→主丘，
γ。 '

阻rl →主丘，
γo 

δEr1 =α(守)

oEr2叫导)

δErn →乓?止， δErn+1 = α向于:tL) (ω) 
10 、 10 1 

其中"→η代表了诱导过程。

采用方程(29) 和 (30)两式来表达辐射场

和电子能量的变化以及这种变化之间的关

系2 不仅可以正确地反映辐射场和相对论电

子相互作用的物理过程，此外，还有一个优

点，就是避免了由于强信号的存在而引起的

级数发散的问题，正是这样一个数学上的困
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oc(δEr1)ll...... 

这样p 就有:

d (0 ,,/; \ 'Í, oE 一(U/2 )=_一有一生 cos(L.1ωt忡。)
dt \γ。/ 却呻

=古{川
- 兰专午2手ι sin LIω叫ωωs斗)∞s (Llwt+ ω 

(37) 

难，使得以往的强信号理论变得过于复杂。

将方程 (29)和 (30)两式代入方程 (28) ，

我们得到一系列关于不同级次的 δγn/旧的

稿合方程。

(i )令:

E r=E,-o, 0γ=0γ1， 

oEr1 = α(丝马
\γ。/

(38) 

(39) A .,= á~iB1 
2 ←ErQ一，

方程 (37) 的解为:

O'Y~ .04 气手一=-丁女 {sin (!.Iwt+ cf>o) -创n cf>o}'0 4.ll.U 

d (0'Y~ \ B10E 一(~三)=一一一」Lm(Ad叶。)
dt \γ。! E呻

xf守- dt 

E击{l-COS

,TU ,a 
M-n 

1
l

净
l
J

，Et
-
-
J

川

、
t

J

KO A

，

φ
 

-mJ

• 

SJ'e 
t
ω
 

ω
A
 

A

f
飞

1-2·m 
-× 

B
-
9 

A
一且

α
一

B 
式中，

(31) 

于是有:

王J主旦 X一二 ( /e / \9 E呻B刨
出 \γ;;J \亏辰cJ Kw一

/ lel \2 E呻B回ω
Xc佣(Llwt+φ。) 一(~吧-:-)一亨--::-:2

、 . '0"忡V I .u. w'O 

×叫ω叫叶与rdt
由于方程 (28)右边的第三、四两项所代表的

是非共振项2 所以在以下的计算中都被忽略

了。计算表明p 这一近似是完全合理的。

可以方便地求得方程 (32) 的解为:

δ听一/只忧\ 'Í1B1 f 
一-一=( ..:::J..一. )一主，":，J. H -∞s L.1ωt 
γ。 \γ。 /φLJωυt

一丑ZESMωt}

(32) 

(33) 

B， =A唱主L
γ5 

(34) 

式中，

A1 = (J主LYEpι
\γ。ωCI Kw 5.04 +一」τ{sin (2L1wt+如) -sinφ。}

16LlωA 

+Ad AOSφ A2t 
r …-

3刁孟3" vvo '1'0 - 8L1ωa 
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令:δγ9=δγ扫.ê)γ~+…，其中 δγ; OC OEr1'δγ;

(40) 

将方程 (40)代入方程 (38)，并对白求平

均，最后得到U:

/只M厅\ I1"B.， r 
( ..::J..L ) = -=:;;!-'~旦H一∞s LlωS
\γ。 /φ 4JωV L 

11 • .. • .. 3 
←.L~ L.1ωt sin L.1wt十二 (.1ωt)2 ∞MωS16 --- -- ---. 16 

+一旦(Llωt)2十i (Aωt) 3 siu Llwt 128 ,---/ . 48 

1 49 、+ ":':一 (LIωt)ι一一- (l-cω2Llωt) 192 ,---/ 256 ,- -------/ 

十一L (Ad沪 cos2Llwt
384 

(35) 

令 Er=E呻+δE仗，主主=业主十
- γ。 γ。

芋，以及 oEr2 = α(盔，于是有:
ro\γ。/

d ( 月叽\ 4.,oE 
dt 飞τ)=-古工:主∞制ω#忡。)
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- ，~" (，1ωt)3 sin2L1wt 192 

-工 (，1ωt) 2 COS 2L1wt 
64 
29 A • • n A .1 

+一:'_ .Jωt sin 2，1ωH 128 --, --- --' -J (41) 

而有:

δEr2 = αJ主卫生飞 向主t) (42) 
\γ。 / 归 \ γ。 /φ·

借助于这一方法，可以求解方程 (38)至

任意阶的修正量3 但是，对于本文所要讨论的

问题而言，上述解就已经足够了。

3. 强信号条件下的饱和现象

为了方便讨论起见，我们将δEr表达式中

的三角函数项∞s Llω 和创丑Aωt， 展开为级

数2 并保留到(，1ωt)6 项。鉴于 L1wt<<1， 这一

近似是足够合理的。

按此， δEr1 和 δE俨2 可以分别近似地表示

为:

凹，ρ且主孕旦旦iJl-土(，1ω川
4ω3 24 1- 15 '--'/ J 

ðE"，~旦逻旦旦旦辽
，1ωu 160 

且有:

oEr1 ~ E~γtp4Kt， 
δE...，

…

9 ~ ATr9/ I e I\ 阳 W~OBW4K; (_1 U_I_) 
\γ。例C/

(43) 

(44) 

x (，1ωt)4[15一 (Llwt) 2] (必)

显然，从方程 (45)可知 δEr2<<δErl， 这就
是说，随着辐射场的增强，它从相对论电子束

所获得的能量将逐渐减少，换言之，就是对辐

射场的放大率存在着一定的界限，而这正是

所谓饱和的特征。关于这个问题，我们还将

另外撰文加以讨论。

4. 强信号条件下的增益

由方程 (25)可知辐射强度的变化规律

为:

问{1+在〈轨. } (46) 

现设增益系数为吼即:

1 =loexp(G) (47) 

由方程 (46) 和 (47)两式解得:

「日7呻 /ð"l\1 G=ln 11+ ~~reO(一) 1 (48) 
L rr 呻飞 γ。 / øo ..J 

考虑到〈δγ/γ。>ø.<l， W曲<<W呻3 则 G 可以

近似地表示为:

G幻亚旦旦/主"1\ -lJ二坠/主主\ r 
W呻 \γ。 /φ2 Lω呻 \ γ。 / ø. J 

主但鱼主"1 ) r _...... (49) 
3 L W呻 \γ。 /φ. J 

同弱信号情况相比，可以明显地看出，增

益已不再是〈δγ>~. 的线性函数。这同样也

反映了强信号条件下所发生的饱和效应。

在本文中，我们根据能量守恒定律2 建立

了自由电子激光器的能量模型，并成功地将

这一模型运用于对弱信号和强信号这两种不

同情况的处理。该模型的优点可以简单地

概括为:1.简洁性， 2. 直观性， 3. 广泛应用

性。今后，我们将借助于各一模型，对诸如变
参量、谐波辐射、短波长辐射等一系列问题进

行讨论。
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