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n 阶波相互作用理论

谭维翰

(中国科学院上海尤机所)

提要: 文献 [lJ 已研究了光与二能级原子相王作用孤立波方程的准确解。本文

推广 [lJ 的讨论，先求出包括二波、三波在内的饲阶波相王作用方程，然后用逆散射方

法求其解。

On the nth order wa ve interaction theory 

Tαn Weihαn 

(Shan gahai I nstitute of Optics and Fine Machanics, Academia Sinica) 

Abstcract: The nth order wave interaction theory investigated in this paper should be 

m丑sidered as a continuation of the "exact solution ωso1itary wave 吨uations of light interaction 

with two-Ievel' atomic systems" in the ear1ier paper[11. In literature[4.51 the third order wave 

吨uations originate from the research of three-wave interaction. But the nth order wave 

吨uations ∞，nsidered now are derived from the n-dimensio且a11 'vector functions which satisfy 

two 且on1inear equatio丑目1， and the general solutio国 can be expressed in terms of the upper 

hemiplane analytical solutions and the lower hemiplane analytical solutions. These results 

'inc1ude the 2nd and the 3rd order solutio且S 臼 a special example. , 

-, sl ...... 
一-IC:I 

用逆散射方法解非线性波相互作用是近

年来研究得较多的一课题UNno 亦即不直接

解非线波相互作用方程 φf=K(斜，而是找

出依赖于φ 的线性算子 L、B， 使得满足如下

方程，并用'逆方法'求解

忡t=B收

L中=E非

(1) 

(2) 

iLf=BL-LB (3) 
方程(1)是关于 t 的一阶偏微分方程，容易推

广到何阶波相互作用，而 L则是关于 e 的二

阶偏微分方程，要找出又满足 (2) 、 (3) 的 L、

B 是不容易的。本文不用 (2) 、 (3) ，而是用一

形状与 (1) 相似的关于侈的一阶偏微分方程

来代替。文献[7J 虽提到交叉求导方式，但未

采用矩阵形式。也未涉及多于二阶波相互作

用方程。

收稿日期: 1984 年 12 月 22 日.
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二、 n 阶波相互作用方程

下面设@为倪维空间的矢函数， Q、 B 为

"阶函数矩阵，而飞 B， Q 满足如下微分方

程。

3fzQu，每=Bv (4) 

又设在 lJj -t 平面上， (4)式有纯个线性无关

的欠函数解。则由 (4) 得

去 (Q心)=去(B心)

系(SJ

aø; =cq-ò俨

bø; +2i'b =iqt- 2αq 

cø; -2i'c=iη+2a.fJ" 

( n=3 

/电)1 飞 IQ且 Q12

"'-1 V9 1, Q=I Q91 Q92 

飞 Vs /飞QS1 QS2 

I B ll B 12 B 1S \ 

B=I B 21 B 22 B 2S I 
飞 BS1 B S2 Bssl 

Q1S \ 

Q9S I 
QS3/ 

(7} 

(均 θB)ozDθωθ。二-一_I'IJ=~ 一--Q-at ÔlJj r -ÔIJj '"'ôt 
现将 Q的 BIJ 取为如下形状，令 Q'l， B'l 为常

数。
= (BQ~QB)。

T 

flP. 

豆豆-豆豆=BQ-QB (5) 
θtθm 

(4) 与 (5) 即饲 阶波方程。 由 (5) 可得出二、三

阶披方程及原子与辐射作用方程。

I Bll C3US 

B=I -csu; B 22 

" -C2~ 

C1Ul 

Bss 
( n=2 

飞 C2U2 -C1Ul 

叫::)，←(7fcdp i r 、
叫:22))'

又令

B 22 -Bss _ ~ Bas- B ll 1 
吨=百平±否? U2= 可亨丁在;' l 

~ (9) 
CS BrBm| 
=百王=百9

代入 (5)式便得二阶波相互作用方程的关 将 (8)代入(5)，并注意到 (9) ，便得

i!P 

O 

θU; 1_ 8u; 
出 'V8

ÔIJj 

8u2 
_ 8u2 

fjt- 02 亏F

/ 0 

=1 一 (C2 -C1)均u:a

\ - (CS-C1)U;U; 

Uit-C1Ulø;= (08一 cddu:

U2t- 02包2C= (01-C3)U~U; 

USt-CSUω= (C2- Cl)U;U; 

8us _ 8us 
8#vSOLE 

O 

8u~ 1 

_ 

8u~ 
ãt, Ol 

ÔIJj 

au; 1 

_ 8u; 
a··20s 

θui 
_ 

ÔUi 
&t 01 万r

O 

-(C1- C2)叫U; - (C1- CS) U1均 L
o - (C2- CS)U;U; I 

- (CS-C2)U2tlS 0 / 

(10) 

能量守恒关系

(之一句立问+(之一CBJLM
ôt -~ 

ÔIJj / \ ôt -~ ÔCV 

+(会 -Cs丢)uã=O (时

易于证明由 (10)式表示的三波相互作用满足 还可将 (10) 式化为文献 [5J 中采用过的两种
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形式，分别称为爆炸不稳与衰变不稳，令

u.=λ儿， (10)式为

在1t-C151a= 土p在;在;

EBt-cAa=趴在;

'-1= 1 / P = 
、1 (01千 Os) (02 - 01) 

丸。 P
~ .J 士 (Oa 一句) (02- 01) 

(15) 

(12) 
h p =旦

、l :t (Oa - (2) (Ol - 0S) 

③若取 Q， B 为

I 0 Qs -Q2\ 

Q = I-Qa 0 Qd 

飞 Q2 -Ql 0/ 

Bs -B2 \ 

o B1 1 

-B1 O} 

Ust-OaUaa: =P切ïU生

式中 p 为

2-SE λ
-
λ
-

唱
·
=
咱

E
a
-

λ
-
λ
-

飞

U
-
S
守

S
-
B

C
-
A
C
-
n

儿

二
二

2-1-nu-nu-
== P 

I 0 

B = I -Bs 

1ll^1^2^s= 土 (OS-02) (02-01) (01-0a)\ B 2 

(14) 代入(5)式得

θQa ôBS θQ2 LθB2 
一-一 -一寸一
θt ôa; θt . θ'a; 

=主豆豆二ωλs丸2
λz 

(13) 

O 

θQa 1θBs 
θt . ôa; 

θQ2 θB2 θQl 1θB1 
ôt θmθt . ôa; 

I 0 B 2Q1 - Q2B 1 B SQ1 - QSBl \ 

=1 B 1Q2-QIB 2 0 B3Q2-QaB 2 I 
飞 BIQs-Q1Ba B 2QS-Q2BS 0 / 

若 B.， Q‘可对易， 则 (16)式可表示为向量函 r / Q12 Q1a \ 

数形式式。令 Q= (Q1， Q2, QS) , B=俑 I -iI :a; +i( Q21 Q2S ) 

B 21 Bs) ， 则由 (16)式得 L 飞QS1 QS2 / 

/Q11 \1 
+il Q22 11心 =0

飞 Qss /J 

I V 12 V 1S\ I Q12 

v =1 V 21 V2s l=i l Q21 

\VS1 Vω/ \QSl QS2 

θQ1 θB1 
ôt θg 

O 

O 

(16) 

Q × B 础
-
h周

(
盹

纳
旦
出
版

m 与
B 

当

(17) 
(19) 

/:.、.
呼与穿一BxQ (18) 

这就是二能级原子系统与辐射相互作用的矢
量表示(8)。

(20) 
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三、 n 阶波相互作用方程的解

1.现将波方程 (4) 、 (5) 就三阶情形求

解，然后推广到 n 阶。对于三阶波方程情形，

去4 可写为
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得

A[ -iI 去+V]叫。 (22)
(22)式为 Raup 采用的形式阳。若@是(22)

式的解， 则 G=e-uaψ 也是 (22)式的解，只不

过用 â~l =α;1_ L1 来代替 αJ1，故不失普遍性

可约定a:ï1>a2"1 >α;31>0。与 Kaup 不一

样，我们按下面方式定义下半平面为解析的

解斜，及上半平面为解析的解中L 令

β1 1 
mn=-一.--αmα" 

φIe-‘'ID/a， = 1一 iJ二句[V12斜e-I(宙/吨

+V13φ~e→'1I1a'J 

φ~e-'，，，，/al = - i J二句伽M庐何….

• [V21φ1e-"Y/盹 +V23φ~e-I(宙间]

φ5e-I( ID/a， = - i J二句俨仇

中科忡W如扩γe扩♂-→叫‘

• [V81φ1e-" 宙间 +Y82￠je-6CF/aq

(23) 

+V1却a恰树~e-何削宙w仰/灿a盹叮a叮] 

树e-" 枫叶:句俨ωßu

• [V21恰如-的'la'+V28恰如-ω/a1]

川/a'=i[ 句 e'((ID-II)IJ01

• [VS1功1e-I' 1//a， + V 82恰如-，ω/a1]

(24) 

φ川Ia. =i[句俨队·

• [V12φ~e-'ω/向十V13φãe-" 1//'电]

φ~e-I'''''向 =l-iJ二句[V21c/>~e-"II/a. 

+V2Sφãe-i'lI/al] 

φ3如俨-"何巾"，/a， =一 iJ二句俨队

、. 132. 

• [V12收ie-"II/al + V 18恰如-I(1//al]

(25) 

ψ如-""，/al - - i f二句e仰-11)1，.

• [V12悦e-':II/吨+V1S悦e-I( II/'叮

非ie-i(ø/a. -=ω[ cZy [V 21tþie-l'宙间

+V2S中ãe-" 1/，"向]

科e-I(e/a， =汇句俨仙·

• [V缸中~e-" !l1向十 V82中ie-I( II/叮

(26) 

φirke~j:句俨ω1311

• [V1组2q￠b;如e-ω/川向十V18φ~e-何"11纠I向叮叮] : 

￠科仲;袅e-卢川-→4咐‘何阳"41/仰削41/叫[句庐俨fω叫e

• [V21c/>ie→ω/向十V2S非~e-"II/al]

φ~e-'，a:/向 =l-iJ二句[Vs1c/>i川岛

十VS2钊e-" 1//a'J

(27) 

非科仲tþte-如伊e扩俨川-叫4叩4忆巾刷Cωωa:/间向a'= -iJ二句俨川
.气[V1扭2中峪~e-I(何ωIIla向，+V1S中科~e-"何刷掣仰f灿

a向叮'J -

中帅;如e-I(忆阳ωa:/

• [V21中ie-刷/a，十V2S的e-"1I1叮

科e-""'/向 =l+i汇句[V础-1(11问

+V缸中~e→'111向]

(28) 

方程但酌， (24)式只包含一种积分限，即 j二
或汇，故其解的 Neuman 级数展开的绝对收

敛性质，可按 Kaup 方法∞证明。 (25) '" (28) 

式因包含仁"与[两种积分限，其绝对收敛
性证明较复杂。下面给出 (25) 式的证明，

(26) ，...，.. (28) 式证明仿比。为书写方便起见，

我们将(25)式写成如下形状

W矶阳l(α乙ιμ，川￠←i[ 句 e'泸4忆E

.ι[V12以(ωy)W2 (αCι， yω ) 

+V1始S(νω)W扭(亿" y) ] 



民(己，←l-iJ二句[V21(川1a. y) 

十V23 (的W3倍， y)] 

Wa (己，←f∞削ωß.. 

• [V31 (y)W1a , y} 

+ V 32 (y)W2(" y)J 

(29) 

咐ð-m
fl= 

(O O 
V21 (的 O

e" (:.-Y)ß.. V 31 (y) e" C:.-II)ß.. V 32 (y) 

则 (29)式可写为:

W(←扣叫J:二臼 f(川

=[叫:二∞少句'1 fl(怡m叽3 执ω) 

+[∞句1t∞句2fl怡， Y1)fl 

+...]ð=Xð 

在下半平面 5=s-ug12声。，令

u(y) = Max Ifl...m(侈， y)I , 

(31) 

δM=Maxlð(y) 1, 
并应用等式

[少1]:'00句2 伫句，. u(山(的)...u(仇)

=去J:oo <1111 f二句2...

f:oo dy..u(仰(的〉阳)
则得

IW (x) 1";;(1 +MJ二句'1U(Yl) 

+号 j二句1亿加(仇)u(ω +..)~M

=(1+主去 MfJRfJ (吵M

R(x) = J二 u (州，
n
υ

呼
土
呼

i

，
，
，E
E
E
-
E‘
飞
飞

一M

o 0\ 

o 1 I 

1 01 

/0 0 0\ 

M2=1 1 1 0 1, M2m+1 =M (32) 

飞 1 0 11 

故当 R (均〈∞时， 1μ+星去MfJ咀ψ呐RfJ，阳酌F吨咆(怡阳必
界， W (x功)绝对收敛。将 (31)代入(29) 的第 1

式，便得

ð1 =-]: 句 e，，(:.-y)ßII

• [(V12X 21 + V13X31)ðl 

+V12X22十V13X32J (33) 

这是一关于 ð1 的线性积分方程，可用多次叠

代法求解，其收敛性证明与上同。这就证明

了 (29) 式或 (25) 式的 Neuman 展开在下半

平面 ç=s-it 是绝对收敛的。同样可证明

(27)式的 Neuman 展开在下半平面ç=s-it 

是绝对收敛的; (26) , (28) 的 Neuman 展开

在上半平面 ~=s+必是绝对收敛的。 故由

(23) , (25) , (27)式定义的价e-""仰'在下半

平面 ç=s-it 为解析 (24) ， (26) , (28)式

定义的制e-":'/的在上半平面 ç=s十必为解

析。解 (25) 的步骤为先解 (33)式，后解 W(x)

即 (31) 式。

2. 设 g~=科- e" .，/a叫，则 (22)式为z

A[ -iI 去+V]gi

=~l-AVej，:./a伊

求 g~ 的 Fourier 变换

g~=去 j二 g~e-"II/a; dC 

为明确起见， f面取 j=l
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一叫去十多) αlV111 αlV13 

α~V~.l1 -i((X2 去十吨多) 的V23

α3V31 

f8 (x- y)\ 

=-AVαJ I 0 

\ 0 / 

换变数 g=x+y， 勾 =x-y，

θθ ， θθθθ 

一---一一--h 饨， ÔY}' 句 θg ÔY} 

代入上式得

α3V311 

-i2α1去bdd+αMi=0

V 21gi-i( (α1十α2) 主\ ôg 

+ (电-α1) 去)如α2Yd
=一 α2αlV218 (η) 

的Y813i十α3V32g~-i( (α巾〉去

十 (α3叫)去)出一队V318 (η)
(34) 

由 (34) 式的第 2， 3 方程对 η在士正内积分

并取 ε→0+ 得

g~ =丘1(X2 V 21 ， 如=旦1(X3 V 31 (35) 
(kl- V巳2ι"'1 -(k3 

这里用了下面将要证明的关系武=0，当勾z
x-y< O 

j二去 di忏出 1 'I~6- g~ 1←641内

若 G~= O， 当勾=x-y>O， 则同样有

f6去。执zd;|卢。~ I…

(36) 

=-G~I η=-IJ (37) 

(37)式下面也将要用到。

将 (35)式代入(34)式中的第 1 式，便得

2丢31-二坐- VIIIV12-~旦L V 31V 13 
oç α1-α11α1-α3 

=0 (38) 
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用同样方法可求得

出=告;川n， 7) =E~O+ 

θA 口 α V;"Vni(X寸 g!，十~ (k; 扣"，j(kn = 0 (39) 
C吉 利Lα，‘一句

3. 关于到的解析性质

按上面关于鼠， g! 的定义及(23) '" (28) 
式便得

gi= ￠i-δ如何11:/.的

「-4仨句， e'，(I1:-lI') /句

， ~Vnm(Y')φ!，.(y'， 0 j<饨
'Í ，∞ (40) 

i I dy' e"(I1:-lI')仰"

L ， ~Vnm(Y')φ!n (Y' ， ~ ) ， j>饨

g!. =去j二 g!.e -‘{y忖C

r-if二句'去 f∞ 况v…时

|-22Vm￠ILO-w'/向Je亿〈俨1J)/aJ j<η 

tj; 叶["， d~[川
，~V..mφ!"e→'1I'/aJ] e‘白-11)/的 j>饲

(41) 

已经证明 ~Vnm(Y')CÞ;"(Y'， ~)e-"II'I均在己的

下半平面为解析的。则在半圆 R 上，当 n手

j 时， e" (:r;-Y)ß，时 =e以:r;-lI)ßn; X ef(I1:-II')ß，时，按 (41) ，
(必 -y') βn;<O，故积分表式中方括号在半圆

R 上随同因于 6阳-11呐'一致地趋于零。当

n=j， 按即将证明的 (56) 式，

I国 φ;，.e-" lI '/aJ = 8!,. = 0。

故当 R 选得足够大时，总可以使方括号中函

数的绝对值〈ε，于是按 Jordan 予理[9J



_c回 ... 

图 1

I~七 j二 1 < 1陆古 t俨ω叫/归a
< !去 f: e'("'-1I)I" j d~ 1 

设号主>0，则上式为

毛 ror/2ρe-(1I-"')问In91的 dO<→二---:-7 (42) 
IIli JO ~t 7J-'.()\ 
町 21 .1!一一二 i

\α'J / 

故当立二主>0 时，
αj 

g~(x， y) =0 (43) 

g!. 求得后，便可由 (39)式求得 VnJ 。
完全同样3 定义

GI=制 -ô!.e‘' '''1的 (44)

Q~ = ()~ r~ G~e-I' 1I1"J d~ (45) 
4二~ÕI" J-o。

由于 ~Vn, m (y') !Þ!, (y' , ~) e-W1"j 在上半平面

(巳 =8+衍， t ;;;a. O) 为解析。完全同样可证明

当立二主<0，
αj 

Q~(a;， y) =0 (46) 

4. 积分方程

按照 (23) '" (2时 ， cþ' (j =l , 2, 3) 是一组
独立解。 而中

j

可用 φj 表示为

中; (出， O= l:α必φ"(侈， ~) (47) 

取j=l 为例，便得j

~、.
、，

便有

-l:- t/,1- ~1主扩一年纪斗1 (48) 
"'11 "'11 U,11 

T 11 =1/α11 ， R12 =- α12/α11. 1 
I 

--, --, ~ (49) 
R13 = 一α13/a11 J 

T1呻1+R12φ2十R1S扩=φ1 (50) 

当 C→∞时，可证明 limT11亿) =1。实际上

由 (50)式得

T ,, = !(φ飞
φ2 铲)

11 -
W(ψφ应， φ1l) , 

cþ~ cþi CÞ11 • (51) 
W(cþ飞铲，扩) = de川斜斜斜川

φ1φã cþ] I J 

去W(φ飞 φ2φ3) =亿队+1/的
+1/α3)W(φ飞 φ2 扩) (52) 

由 (23) ， (25) , (27)式得

lim #e-I'''''的=叫当 j<n (53 ) 
a卜，-∞

由 (52) ， (53)式得

W(cþ飞 φ2φ3) =泸州1"，+1/".+1/".) (54) 

代入(51)式得

T 11 ( ,) =ÿTT/ 川 -4 ， 1

(55) 

按 (23) "" (28)式及 Rieman 予备定理[10J得

lim !Þ~ e-I'''''''J = limφ~e-I，，，，，，，j =句 (56)

由 (55) ， (56)式得

lim T11 亿) =1 (57) 

积分方程是在 (50)式基础上建立的。

去巳 (Tll (O -l) !þl(x , ，ο〉川忖C
1 10飞飞

+ 2去tjf:二∞ R凡Lη叫2('亿呻C \ \ 0/ I 

x e-I' 1I1盹 d~+去j二 R1S (O
I 10\ \ 

.1φ3 (X， ，ο) 一101扣e'何5川". I e-" 1I1", d' 
l 飞 11 1 

10\ 

+ ;~( 1 )汇[二回 R凡ι且12 (ωCο)e忆仰川叫fω刨ωe町附/旭…a

飞 0/

士mυ 亿)泸("'1".-111"，) dC 

E去j二1_ !þ1(俗， 0 + ( 0 )ei''''t!X. 

L 飞 Oi
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扑ω十 ω8)
令 fl12 (y/α1- 1/'/α2)

'去 j二 R12 (')e-" 仰.-lf'la"d，

R13(Y/α1-y'/α3) 

<ιr~ R13 (O川/叫叫:
自"11 J-∞ 

(59) 

参照归功， (45) , (46)便可将 (58)式写为

去j二 (T11 (，) -1) 非1位， ，)川叫

+丰 r
ø

fl12 (y/α~ -y'/向)g咐，州y'
"2 ，，-∞ 

+J二 r" fl1S (y/向 -y'/叫g3(侈， ωy'
Uts J-∞ + ω川川…/均仲川川吨牛…川-→叫侈a;/α >

+(Db，阳s(ω(y/盹
E 2俨1(仰m叽， yω) 一G1(怡必叽， yω >
= g1(a;, y) a;>y 

同样可证

(60) 

去 j二 (T22 (')-1)扩忡I ，)川a'd'

十士 j二豆叶/α2-y'/αl)gl(侈，的句'

十去 j二 fl23 (仇寸'/ωS(a;， y')dy' 

斗。儿(y/CX:J-a;/α1)

+(D们…)
=g2怡， y) -G2 (俗， y) 

=g2(a;, y) a;>y (61) 

.136. 

去 [00 (Tss (') _1)tþS(侈， t) e-" lIl
a

• d' 
+士[~ flS1 (1// 

+去[~ flω (Y/CXs-y'/向)g2(侈， y的')

+0仙+Or"(沙轩r护a缸(ωU川…/川闭仲川α向r…3- a;→￠

+(Db护←&弘缸灿s泊以叫2(巾(ωU…
=3俨3(a;叽， y) -GS(a;, y) 

=俨(侈， 0 a;>y ~~ 
(60) '" (62) 是关于俨(侈， y) , g2 (侈，妙， 93(侈，

y) 的联立方程组。 这里利用了 1/α1>1/他

>1/αS>O 及 (46)式。当 gJ(侈， y)求得后P 就

可用 (39) 式求 Y阶上面三个积分方程是就

a;>y 解 gJ(侈， y) ， 也可就 y>a; 情形解伊(俗，

1/)，积分方程组的形状与上同。

5. 积分方程的进一步简化

已证 lim Tll ( ,) =1， 故将 Tll亿)-1 展

开成 '+iK" 的级数时不包括常数项。现研

究 Tll (，) -1 的极点。由 (55)式得出 Tll (O

的如下表示式

Tll亿) z 1
W(中1e-i"，;/a， ， φ2e-I，:C/α飞 φae-.，:c叫

(63) 

参照 (51) ， (52) 易证

去 W("'1e-""'/飞价叫， φSe-'，:c/a.) =0 

(64) 

故 W(中1e-i"，;/a. ， cþ2e-i，:c/a飞 cþ3e-'( :c/a.) 的值与x

无关。零点己=-iK"也与 g 无关。Tl1亿)-1

留数计算见附录 2. (60) 式第 1 项可写成如

下形状

在 r~ (Tll ( ,) -1)伊怡， ，)川忖C
白，) 11 J-O。

=~例2"e-K，n1l1吨φ2 (a;1 - iK 2") 

十~刑伽e-K•n队



应用 (40) '" (43)式并设

F 12 (ø, y) = R12 (y /α;l- Ø/的〉
+k例如e-K，n(y/a，-a:;，叫

F13 仙， ω =豆13(y/α1- Ø/αs)
+k刑3ne-K，n(y/a，-.a:/叫 (66)

则有

」二 r F12ω二 y)g2位， y')dy' 
" 2 J-∞ 

+Lrp13(U'， y)83 位， ω句'
u.g J-∞ 

+mp~(. 啡儿(川〉
t= gl(ø, y) , ø>y (67) 

同样

F 21 (Ø, y) = !l21(y/的 -ø/向〉
+k刑1ne-K，..(ν/a.-a:/a，)

F2S 怡， y) =!l2S(y/的-ø/α3)
+~响彻，e-K，..(1J/a.-a:/a.) (68) 

士[00 F21(Y'， 州(ø， y')dy' 

+-.1二「 FBS(v'， uMS仙， y')dy' 
Uo3 J-∞ 

份叫D九(ø， y) 

-= g2 (俗， y) , ø>y (69) 

2、31怡， y) = !l31 (y /αs-ø/α1) 
十三刑l"e-K，n(1Jla.-lfJla，)

FS2 (ø, y) =flS2 (y/α3- Ø/α2) 
+~例如e-K•n( lI/a.-IfJ/a，) (70) 

! r" F31(Y" 训1(侈， y')dy' 
"'1 J-∞ 

+去j二 FS2(Y" ω川(川w

+叫Dp，护p九8 伊
=g3 (怡必， yω) ø>y (仔71)) 

对于 y>必有相应的关于 6飞 ρ且， ð-3 的方程
组，形状与 (66) ^" (71)式相同。

6. n 阶波相互作用的逆散射问题

上面虽是就三阶波相互作用进行讨论

的，但推广到 n 阶波是没有困难的。现逐一

看各式的推广。

(a) (23) ̂ " (28)式的推广

'Pne-'，a:/的

r- i I j<饨 -

·δi{;∞dye仰-1/)阳25v"din-wa，

L+il i>n 

1þ~e-阳/向

r+i I J '"主n
Eδi{1:due仰-MndZYJibe-uwas

L-i I J>η 

(72) 

(72)式的 Neuman展开的收敛性证明在附录

1 中给出。

(b) (39)、 (43) 、 (46)式本身己写成推

广了的形式。从(72) 出发就能得出这些推广

了的结果。

(0) (54) 、 (56)式可推广为

W(φ飞扩，…伊)=e阳 导同蒜
lim 1þ~e-" 酬J = lim cþ~e-" 响J=出 (73)

(d) (66) ̂ " (71)式的推广形式为

Þmn怡， y) = !lmn (y/αm- ø/αn) 
十二~ mnn，e-K，."， /(y/am-z;f，ω 

27tLFM(U二州(ø， y') 句'
O 飞、

+荔 1 1 IJ Þ以ø， y) = g/(ø, y) (叫

O 

附录 1

由 (72) 式定义的，以、V 收敛性证明

参照前面对(23) ，..， (28)式收敛性证明，我们将

证明分为两部分。第一部分是只包含一种积分限j二
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(32) 

A(1.11) 

A(1.12) 

A(1.13) 

应用 A(1. 13) ， A(1. 12)式，将 M1'+l代入相应子

(32)的表式中，当 R(∞)<∞， IXI 绝对收敛。仿

照 (33)式，将 w=Xð 代入 ð， =W，('， 的。 <j) 中，

便得出瓦(i<j) 的积分方程组。这!方程组仅包含

汇一种积分限，故可按在上面推广了的 K叫方法
A(1.1).-. A(1. 10)证明其收敛性。求解步骤也是先

解瓦，后解W。

=N+M, 
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嘈
A
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4-4a· ·
句
句

v 也可类似地予以推广， 并得出相应于(31) ，
的表式，不同的是 (32)式中的 E 由下式定义。

由 A(1. 11)，便能计算出

NM=O, M2=MM 

M 1'+l=MPM=M1'N +M1'+1 

悄

悄
俨
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1,lj1l1
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咱
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o 1 …1 

1 0 …1 
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」一---v---'

饵-m
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MP=α'p1 + bpM 

. . . nu---AU 

O 

O … 0... 

0...0 

O …O 

0...0 

1.. 份 1

10 …O 
I : 
I 0 …O 

N=I 
I 1 … 1 
‘ 
‘ 
\1 …1 
、~

何B

O … O 

O …O 

0...0 

O …O 

M= 

M= 

1= 

或汇的积分方程组，这证明可参照 Kaup(5l 方法
求得

IW(的问11+iJ土 M1'R气功|δA(1. 1)
L 1'-1 P! . . j 

式~þ R(功的定义同 (32) 式， ð 为何行的列矩阵。 M

为

A(1. 2) 

A(1.3) 

A (1.4) M1'=α;1'1 + bpM 

则由 A(1. 3) ， At1. 4)及 M，;+1=M1' .M 得

αp+1=bp (何一月 ， b1'+1 =α1' + bρ(饰一 2)

A(1.5) 

由 A(1. 5) 的两式相诚，并考虑到的=0， b1=1, 

α1' +1 - bp +1 = bp 一 α1' =(-1)P+1 A(1. 6) 

代入 A(1. 5)得

bp+1=(-1)p+bp (何一 1) A(1.7) 

A(1. 8) 

-2一( _2")p+1 
3 

A(1. 10)式与 Kuap[5l 给出的 MP=21 + (2p -3)M 

不符，易证 Kaup 的结果是错的。

MP+l= (21 + (2p-3)M)M 

=2M +2( P - 3) (21 +M) 

=2(每一3)1+ (2(p+1) -3)M 

学21 + (2(p+ 1) -3)M 

A(1. 9) 

A(1. 10) 

不能自陆。

由 A(1.白， A(1.8) , A(1.的式，故当 R(∞)<

∞时， A(1. 1)为有界的p 收敛性得证。

现讨论证明的第二部分即积分方程中包括「

与汇两种积分限。这时可参照(则 .-. (3时取豆"

'?
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出 A(1. 2)易证

M2=(何一 1)1+(n-2)M
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当 i<j

当 i>j

ð,=W,(', x) 

ð.~l， ð,=O, 
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当何=3，

由此得
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附录 2

Tll亿)-1 的留数计算
设 u、切、 ω 分别代表中1、听、伊、 并为下面方程

的解

-i主创刊1~均+V13U3 =~Ul 
ox α1 

V 21Ul-i毛 "2+V23UE=-i t42 A(2.1〉
ιA山 "'2

VS1也l+ VS纠2-tJLU3=ius
ox α3 

W(U(X， 己)，切 (x， 0 ， ω (x， -iKρ) 

U1(X, ,) V1(X, ，)ω1阳，一iK，.)

=det 1 问(X， ,) V2(X, ，)ω2(X， - iK ,.) 

U3(尘， 0 V3怡， 0 ωS(X， -iK,.) 

M
U户

.θW 
-~亏Z

('1α1)U1- V1纠2- V13US V1 切1

=det 1 ('1α2)U2-V nU3- V 21叫句叫

('1α3)U3 - V 31U1 - V S2U2 Vs 叫

Ul (，/α1)吨- V 12V2- VJSVS 叫

+det 1 U2 ('1α2)ω - V n V3- V 21V1 W2 

U3 (巳/α3)V3-V 31V1 - V32句切8

例 如1 二豆豆叫一V1州一V13叫
α1 

+det l U2 句 二坐立叫一V23ω3- V21叫
α2 

Us Vs 二坐立 ω3- V31叫一V32叫
α3 

Ul Vl 二主，， -'ω1
α1 =, ~+detl U2 V2 二主，.-' w2 L 

αlα2 

U • iKn-' w. 
3 V3 一-"-~ W3 

α3 

1/α=1/，的+工/α2+1/，αA(2.3)

由此得
叫/α1

切2/α2

ω3/αs 

U1 V1 

去仰11"'1乍一idet l U2 V2 

U3 Va 

• (巳 +iKn)e-阳la

三， (We-们阳) I~， I,- - UC,. 
θL 

t'l 但1 叫/α1

』←=-~→iJ:.汇创叫IU向 V句2 ω叫仰/μ呻2斗l扫扩e-川-叫叫4屹c
U3 t妇laωa/'α3

A(2 .4) 

A(2.5) 

("W(U仙， '), V(X2' 0 ， ω (X2， 0) e- II" ,IG 1 
- W(U(Xl' -iKn) ， 但 (X1， - iKn) , 

1'~ω(XlJ - iKρ) e- 可<<， 1α

c-.- iJ(，. 巳 +il王"

= lim A1+A2+A3+ A 4 
c中' lK，. '+ iK" 

A 1= W(U(X2, ')，但 (X2' 0 ， ω(劣2， O)e-I阳，阳

-W(U(旬 - iKn) ，

A (2.6) 

V(町， ')， ω (X2， 0 )e- ;C"'，阳'
,. a: 

A 2=W(U(X2, - iKn) ， V(X2' 巳)， ω (X2' ,)) e -.，τ 

-W(U (付， -iKρ， 

但 (X11 0 ， ω (X1， 0) e- I,<<, Ia' 

As= W(u(旬， - iK ,,), V(旬， 0 ， ω忡， ,) ) e- I,<<,la 

- W(U(Xr, -iKρ ， V(Xr, - iKn) , 
ω (Xr， ,) )e-I,,,,,IQ" 

A4=W(U(X1J - iKn) , V(X1J 

- iK ,.) ， ω (Xl， ,) ) e-"<<' 1α" 一 W(U (劣1， - iK,,), 
V(X1J -iK，，)， ω(旬， -iKn))e -"zla'" 

的 ζ坐立+土+土，
α1α2α3 

，/α"= -iK，，/αl- iK，，/α2+'1α3 

K" K" '1，α川'= - iK，./，α1-~ 二二-~二二。
"'2 "'3 

A (2 .7) 

由 A(2.5)式得

1'~ A 2 …-
'-+-iK，. 巳 +iKn

u11α1 切1ω1
r ",. 

= - i 1 - det I U21α:2 V2 ω2 1 e-""'Ia' dx' I ,- -iK w 

<<, I U3/'α3 V3 ωs 
由 W(U肘， -ikn〉，但怡， -iKρ ， ω(劣， - iK ,,)) = 0 

得出 ue-K"~/al!= C1Ve-K".fl /问 +cρe-K，.!fi问

l'… A2 
·…二

ι-iK. '+iKn 

&b ou
v 

zu 
问
l
l
l
l
H
a

4A nu 

，
，
，
，E
E
B
B
-
-飞

·$ = 
币1/'α1 叫 ω1

V21α2 币2 ω2 1 e- I'的问 dx'

切31α3 Vsω3 

:叫/α1 V1 

+《 ω|叫2 但2
ωaJα.a ,V3 

ω11 飞

ω2 1 e-/'''''Iα. dx' 1 

ω3 I ，，--旺，
A(2.8) 

注意到"、u、ω 分别代表 ψ1、扩、伊， ~而 cþ.~e- i'lI尚在 己

的下半平面为解析的。

句
U 

U吨，
ν
 

。
0
0
4

AV 
n4 

嘈
A

V 
「
I
L

aup uu
a 

z c e 句
,

z 

pea--E

,,
d 

qe 
一
-

a g f ouv s-AY 

+ V lS<þ~e -1ω问1 A (2 .9). 
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当 z→一∞时，可将上面积分写为

j:=jf+jL 
按 Neuman 展开绝对收敛p 上面积分存在的必要条

件为对任意给定的 6，均可求得 N， 使得 jiN 〈Ep 另
一方面p 按 A(2.9)式当 C→ -iK" 时

j二 e证阶吨 ]句

=e俨E叫n

当 x+N 足够负时，上面积分 A(2 .10)可任意地小，

这就证明了

同样可证

按(29)式

lim <þ~e - """ 句 = 0
归-~

lim <þ~e-如1cx， =0
a:->-~ 

lim <þ~e -""" 电 =1
a忏+-~

由 A(2. 1l) ~A (2. 13) 得

A (2. 1l) 

A (2 .12) 

A(2 .13) 

lim lim 抖(x， Oe-制问一叫〈劣， - iK，，)e- Kn"" 吨
，-+-旺n "，-+-ø '+iKn 

= fy [ lim <þ!(X, Oe-'臼/句 J c←叽=0 A(2.14) d' ...~:::. 
由 A(2 .7) 、 A(2.14) 得

. lim lim 一兰_4 -=0 
5叶叫马归 '+iK饵 ' 

A (2. 15) 

同理可证

2-[lim 悦(x， Oe-I'响']，_-.K..=O A(2.16) d' ...~斗
lim lim-;;-;勾~=O A (2 .17) 

}-+- iK，‘白-~ c,-• Ul. 

由 Al 的定义及 A(2. 1l)......A(2.13) ， A(2.16)式得

lim lim 一兰」
ø:.-+二 r→-iK，. 己 +iKn

主(中~e-""，'a，) 0 0 
θL 

=det l -主 (时e叫'''''龟) 1 0 
θL 

主;- (1þ1e-"创刊 o 11 '--1乌
况 | 叫"

=主;-(中ie- """ 吨) I~二二K.. A(2.18) 
θ， 'T .L- / I 

,= -iKn 为下半平面的点。由 A(2.8)得

中l(x-iK作)e-Xna:1 a， =Cl伊2(X， -iK，，)e-Xn"" 句

+ C2伊3怡， - iK饨) e-Kn"" 句

故在一iK" 点p 中1怡， -iKn)e-K""" a， 是存在， 并由等

式右边表出。又设在 - iKn 的邻近 听巾， ')e-刷刷

也存在，代入 (24) 的第 1 式右端方括号内，并对等式

两端取热限。便得

lim (ψi巾， ') e-""" 勺 =1 A(2 .19) 
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由 A(2.18) ， A(2.19)使得

lim lim 一兰，!...- = lim lim 一兰L-=(}
"'，如归-.K.. '+iKn →-iK，. 吨巾• '+iKn 

由 (51) 、 A(2. 8) ~A(2 .20)诸式得

(T且(0 -1)中1(X， ，)旷的问

在 ，= - iK" 点的留数 B 为

A (2.20) 

R=J注:C+谊ρ 〈巳1亿) -1) 中1 (X， '>严笃问

lim 1þl (x, Oe-;'''''α且
5• - tK,. W 

' + iKn 
(cd队一也〉川剧句+c2ifJ3 ) 

(吼一iK，，)e-Kn"" a， J 
lim .A2 

5←山ττiK，.
A(2.21) 

若 C2=O，贝IJ R 可写为

im2"e-x...",/a' <þ2(x, - iK 2,,) 

V1Iα1 Vl W1 

m2;= - J:. detl仇2 V句2ω叫2斗|川νw附/<1.'
咀3/α3 Vaω3 

A(2 .22) 

若 C1=0， 则 R 可写为

imane-K，，.:t:/Cltþ3怡， -iKn) 

饥'1/'α1 V1 Wl 

mã;= - r~ detlω归切均|川11/<1.' 句
ω3/'α3 V3 切S

A (2 .23) 

由 A(2.22) 、A(2.23)便得 (65) 式。 (65)式中对何求

和，包括了各种留数。
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