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Smith-PurceII 型自由电子

激光器的增益特性

张大可

(中国科学院上海尤机所)
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提要:本文应用糯合模近似以及电子Blooh 方程相结合的方法3 从量子力学的

角度计算了受激 Smith- Puroell 型自由电子激光器的增益，并探讨了通过改变光栅'

空间频率以提高增益的可能性。

Gain characterilticl of free-electron lalerl uling Smith-Purcell effectε 
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Abstract: Coupled-mode approach and electron Bloch equations are combined to calculate 

the gain of free-electro丑 lasers using Smith-Purecell effect in the gain quantum model. Th~ 

possibility of increasing gain by changing the spatial freque且cy of the grating is studied. 
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自由电子受激辐射的设想是在 50 年代

初期提出的，近来在这一领域中进行了大量

的理论和实验研究工作。我们知道，在自由

空间恒有句=ω/Kr=c， 而电子束的群速度

均则恒小于光速 C，因此，能量和动量守恒条

件不可能同时得到满足。为此，就必须对电

子-电磁场体系进行调制，使得或是改变电

子束的群速度，或是改变电磁波的相速度，

从而使守恒条件得到满足。前一种调制方法

即对应于韧致辐射型自由电子激光器，而后

者则对应于 Smi协-Puroell型自由电子激光

器。

当电磁波沿一周期性慢波结构一一光栅

表面传播时，将产生一系列相速度低于光速

o 的表面谐波。设周期性慢披结构沿电磁波

传播方向。向)的周期为 d， 则电磁场的本征
模将具有 Floque←Blooh 形式[lJ

.60. 

A仰， t) 

- ~ Am exp(iKrmz-iωt) +0.0. 

(1) 

Krm=Kro+刑2π/d (2) 

显而易见，只要适当地选择参数 d， 即可使得

任意阶谐波的相速度 Vpm=ω/Krm 远小于光

速 c。由于在周期性慢波结构中传播的电磁

波的波数 Krm 具有如 (2) 式所示的形式，而
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正是这样一种低相速谐波与电子束相互作用

导致了自由电子的受激辐射，所以，在此过程

中的能量和动量守恒关系可以表示为z

8k. - 8ka=hω 、 (3)

kò-ka=krmêz (4) 
其中 kG•ò 表征电子初态和终态的波矢。在以

下计算中我们假设只有一阶谐波(刑=1) 与

电子束相互作用，并为方便起见略去下标，取

m=l， 即:

占有数 fo(kò二 ka十kr)大于低能态电子占有

数fo(ka)时，才能获得正的增益p这一点完全

等价于传统激光器的集居数反转条恃。
以下，我们将通过求解电子Bloch 方程

来确定电子态 k 的占有数 fo(局，从而导出

指数增益 α 的具体表示式。

三、电子 Bloch 方程

kò-ka=ιJz (的 我们假设在任一时刻单电子的态函数

式中: !中 (t)> 为:
元r=kr1 =kr• 十 2πjd (6) 中 (t)> =α (t) /kρ +b(t) /kò> (10) 

二、物理模型

我们采用一维模型和精合模 (coupled

mode)近似。在具有(1) 、 (2)两式所示形式

的泵浦场作用下，在电子束等离子体中将产

生一定的空间电流密度 J.o Jø 的存在又将

在周期性慢波结构中激发起电磁辐射。在这

种情况下增益系数 α 定义为【3)

α= -k1Sk;ωIm{xr，(kr， ω)} (7) 

式中 h 是一阶电磁谐波的相互作用阻扰， 8 

是相互作用截面， Xr，(k门 ω)是电子束等离子

体的极化率，它可以表示为(2)

忡r， ω)=节」主
豆(2π )3 曲ι

× j M+k此U忡铲ρ扣)忏一力(k沁_~. d3 

元ω一 (8k+kr铲一 8kρ) 十岱叼η 

(8) 

式中 8k 是电子能量J fo(k)是电子态 k 的占

有数， η 是为计算方便而引进的无穷小参量。

由上式求得:

I刑{X，J (kω) }= 一节丢τ4(2 1G )3 时

X Jd3~山如此) - fo (k)] 

xo[元ω一 ( 8k+k，' - 8k)] (9) 

式中出现的 8 函数正好反映了能量和动量的

守恒条件。上式还表明，只有当高能态电子

/k>=一 ;TT exp (ik.r) . (11) 
..Jv 

式中 Y 是空间体积。

当场与电子间的相互作用作为微扰处理

时，单电子哈密顿算符f可以表示为:

.?t" =.?t"o +.;f" (12) 

[ .;f'o / k> = 8k / k> (13) 

.Y("= -2云 (P.A+A.P) (14) 

式中:

A=Å侈r) exp (ikrz- iωt) +C.c. (15) 

由动量守恒条件，求得微扰矩阵元为:

以及

〈札 1 .l/t" 1 仇> = <kòl .l/t" 1 kò> =0 (16) 

<ka I .;f" 1 kò> 

E一会(执-k从(krω)

E一去(ka+ kò) .A(krω) (17} 

<kò /.;f" 1 ka> 

E一去(2川闯(ιω)

=一去(仇+kò).A气品，ω) (四)

式中:

A (krω)=A(hJexp 〈4ωt) (19) 

电子的密度算符 ρ 定义为:

ρ= 1 功。)><中。) I (20) 

根据 LiouVillë方程z
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M(θ/ôt)ρ=[矿， ρ]

求得 ρ 的运动方程的矩阵形式z

'hi θ fP且 ρ21, 
也 -_- 1

öt \ρ21ρil2/ 

工 (0 -P;l\ 
-=(bω。

'飞 ρ21 0 J 

+(μ(阳一旷品)
飞 -J.l/'(ρ22 一 ρ11)

μ(ρ22- P11) 飞

一 (μρ21一 μ币;1)/

(21) 
式中 ·

如。= <kò I yt'o I kò> 一 <kaμf'O I ka>。

定义 /铲1 =2Re{ρ21}= ρ21+ρ;1:

则有:

扩2= 一 2Im{ρ21}=i (ρ21 一 ρ;1);

铲s= ρ22 一 ρ且;

ωizt(旷+μ)

ω2=去 (川-μ)

Ws=WOj 

户-云云(ka+kò) .A 

d 
7ft 铲=ω xr

式中: ω=(ω1， ω2， ωs) 

r=(俨1， '1"2，刊)

式 (22) 即为电子的Bloch 方程。

(22) 

(23) 

当电磁场的本征模为 TM 波，其电矢量

沿 z 方向偏振时3 则由 ω 的定义的和的可

分别表示为:

的=一去(k.o+ι以(7or)∞sωt

ω2= 一芒(70咽十ιò)A ( 7or)sinwt
… • 

(24) 

即 ω1 和的 分别正比于电磁场矢势 A 的含

时复振幅 A(7orω) 的实部和虚部。
如果我们设微扰哈密顿矩阵的非对角元

μ 为 μ=μ'十4μ" 以及旷= j.IJ' 一切"则微扰

能量的平均值为:

<.Y~'> = T r (p.Yt") =μ''1"1 +μ勾2 (25) 

这就是们和'1"2 所含的物理意义，而 归=P22

.82. 

-ρ11 则代表处于高能态 I kò> 和处于低能态

忱。〉的电子数之差。这样，矢量 T 就和电于

体系唯一地联系起来。当求得电子Bloch 方

程的解时，也就明确电子在与电磁场相互作

用下的状态及其变化过程。

在旋转坐标系。= (0, 0， ω) 中，

Bloch 方程具有如下的形式z

电子

d 
7ft rR =ωeff X rR (26) 

式，中 :

ωeff= (ω1， 0, Llω) (27) 

ω1= 一去(kza +归)A(kr) (28) 

Aω=ω。一ω (29)

初始时刻。=0)，电子均处于态 I tþ (t)> 

-Ikò> ， 此即对应于无微扰时电子的分布菌
数 δ(k-kò)。另一方面p 由于电子的受激辐

射跃迁必须满足能量守恒关系p 所以，下面我

们只考虑共振条件下3 即 Aω=0 的 Bloch 方

程的解。根据这些条件求得 ρ11、 ρ211 以及归

-P11 分别为:

。 ω，t
ρ且 =sm-2

Qω，t 
ρ22=∞矿亏一

ρ22- ρ11=ωsω]t (30} 

根据 Bloch 方程的解以及守恒关系式，

可以求得电子的平均速度 U 为:

u-v.= ~k俨--一叨，= 2m UU:;WI (31) 

式(31)表明量。osω'It 具有十分明确的物理

意义:它反映了电子束群速度与电磁波相速

度之间随时间变化的关系。

四、 分布函数 fo(k)

相空间电子态 Ik) 的分布函数 fo (k) 与

密度算符 ρ 之间的关系为[3J

Nρ。 Ik>=fo(k)l k) (32) 

式中 N 为电子数， ρ。是 ρ 的无微扰茧，而

ρ=ρ。十ρ
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由一阶近似下的 Liouville 方程，并考:虑到

初始时刻 ρ'=0，即可求得:

于是:

于是:

<ka / ρ' / k~>=<kb/ ρ'/kb>=O (33) 

ρ22= <kb / ρ / kb>=<kb / ρo/kb> 

=去 !O (kb) ; 但)
P口= <ka / p / ka> = <ka Iρ。 /ka> .

=去 !O (ka)i (35) 

!o(kb) - !o(ka) =N(ρ22一ρ江) (36) 

五、增益 α

根据文献 [2J ，电子束等离子体的极化率
又可以表示为:

x，，(元r，叫=去兰卡削价G(k.a)J
(37) 

式中:哈=2ω~m2llï，2kthi ω3=NeVS咐 k7，J2

=刑knT/伊。而 s 为当电子束不存在时传播

介质的介电常数， kn 为 Bol也zmann 常数， T

为电子的绝对温度。 G(O为色散函数，其定
义式为z

G (乙) = r f (~.~ dk. (38) J ι- ， 

1 ktk í 
g (k归一-F t1fd>dhzdku

、 ) 8 N J 
(39) 

而 g(k.) 即为纵向归一化分布函数。根据这
-定义，作变量代换，令 k'→k+k" k"• k , 
则有:

1 ktk ( 
g (k~) =苍苟言丁t手刮j扩!o以o(k'

=一主主t~" I f)ρ凹 d耐k~d品k:
(2π)~ J ，.，~:-J 

=古?γ俨c∞时O

(40) 

在整个作用过程中，我们假设电子沿 z 方向

运动。但考虑到电子束截面是有限的，那么，

根据测不准原理，令 ，&.v = lx J i1'Y =均分别代
表电子束的横向线度，则式怜的中的积分为t

J dk~ J dk~ 阳214/2
dk~ I dk~= I 

-
dk~ I 

... 
dlc~ 

J J-<1山"， /2 J -<11'. / 2 

= i1ka;i1kll = 1/4σ (41) 

而 σ =Za;lll 是电子束的横截面积。于是:

k协 1
g(k.b) =寸古气HA一 ωSll~ι (42) 

(2π) lS 4σ2 

同理有:

以ω=忐了去创n ll孚 (必)
这样，根据 (37) 、 (42) 、 (43) 式，求得:

8k~m"'nT 1m{xJ) (ιω)}= 一
32x泣t.2σbi

式中:
(44) 

路=记/k协 (45)

式 (37) 也可以直接由，Boltzmann 方程导出，

当采用相对论 Boltzmann 方程时，对上述结

果的相对论修正为[2J

1m {x" (k ,.w ) } 
-，、 7. 3

=-~工 :~[g(k.b)-g (kza)J (46) 
2俨;阳r

'1"0= [1一 (u/C ) 2J 1/2 (47) 

同时，根据(31)式，在任一瞬时的增益系数 α

为:

ko々 lc'tkFhCtJ
α=jπ24俨jhff(u-ep〕 (48) 

当 u>旬，时， α>0，此时电磁波被放大;而当

u<Vp 时， α<0，增益为负，亦即能量将从电

磁场向电子束转移，这同 Cerenkov 条件正

好相符。

根据增益系数 α 的定义式:

α= (lí I ) (d/ dz) I , 
单程增益为:

rl ‘『 τ

α (z) = I 。 α白，
其中 z 为相互作用距离。 为了便于计算，我

们现在只考虑 ω]t→0 的情况3 此时
去是

习，十五左COSω归常数。
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α (Z) =αo r
l

∞s 旦旦出=αoZ ~旦旦 ~ 
JO U η 

式中.
(49) 

(49a) η=1ωrZ/ul 

向 k1sskM7hω
16π2σn，2r3kr 

(49b) 

既然增益系数 α 的值随电子束群速度与

电磁波相速度之间的相对关系而变化，而电

磁波的相速度 ω/kr 又受到光栅空间频率的
调制，那么，就有可能通过采用可变间距光栅
来使得电磁波的相速度沿传播方向逐步减

缓，从而有效地提高增益。按照文献 [4J所示
的方法，光栅的空间频率 v 是传播距离 z 的

线性函数，即 v=vo+ Llv， 而 Llv=Kz， K是一

比例常数。 于是一阶电磁谐波;的波数 kr 可
以表示为:

kr";'k呻十2πv=kro 十 2πVO十2πKz

=k~+2πKz (50) 

而参量 ω[=一守主(2切-kr)
也就成为 z的函数。在这种情况下， Bloch方
程的解为:

P俨删2{专 f:ωr dt' } 

阳=sin2 也 f:ωrdt' } 

p阳组r一ρ'11=∞cos 优U: Wrω屿I出M叫，丁} 伺
按照与前述完全相同的方法，我们可求得单
程增益α(Z) 为:

α(←向f: (∞目叫灿az)出

式中

句Z{半叶Z2[守卫斗立
2(1一∞sη) 11 

η;~~'I / Ir (52) 

α=石云 A(kr) (2k.b-k~) (52a) 

b=古 πKA(kr) (52b) 

η 与式 (，49α) 所定义的 η相同。图 1 给‘出

~ 84. 
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图 1 f(叼〉随句 的变化

:主导止一旦旦一 2(1一?s川随η的变
Lη-ηη 

化。可以看出此时增益将有所增加。

六、结论

1.在本文中，我们采用了电磁场-电子

柬等离子体搞合模与电子 Bloch 方程相结合

的方法，计算了受激 Smith-Purcell 型自由

电子激光器的单程增益，并探讨了用改变光

栅空间频率的方法以提高增益的可能性，这

种分析计算的优点在于:

①考虑到了电子态的分布函数在电磁

场作用下随时间的变化，使得物理模型更加

符合实际情况。

②电子群速度也与电磁波相速度旬，=

ω/ι 的相对比值可以表示为周期性慢波结

构参数的函数，并自然地体现在增益 α 的表

达式中，这样，就为考虑变参量的问题提供了

较为可靠的依据。

③考虑到韧致辐射与 Smi协-PurceU

效应的力学过程完全一致，亦即二者都是通

过调制波矢的大小以期满足动量守恒条件。

实际上，当采用周期性静磁场(或静电场〉对

电子束进行调制时，电子的波函数将同样具



有 Floque也-Bloch 形式。因此，本方法也就

可以用于对韧致辐射类型的自由电子的受激

辐射过程进行研究。

2. 由单程增益的表达式 (49)可知， α(均

不仅正比于相互作用阻抗仇和相互作用截

面孔而且其大小还受到因子 sin 叼/η 的调制。

sinη/η 越小，则增益也越大。计算表明，η 近

似地等于单个电子对场所做的功与单个辐射

光子能量之比2 即:

幻啤兰纠(侧邱则) 
其中 E(仪kι，ρ) =ω.A(θkrρ〉是辐射场的电矢量振
幅3 因此:
①当辐射波长给定之后，单纯地依靠增

加相互作用距离并不能提高单程增益，相反，

如果作用距离过长，将会由于电子的群速度

低于电磁波的相速度而出现能量逆转现象。

可行的办法似乎还是通过改变周期性慢波结

构参数来调节电磁波的相速度p 从而在有限
的时间范围内，更有效地实现场和电子之间

的能量交换。

②由于 Re{以 }=Re怡r} +Re{批r}，其

中 k~ 和 k，. 分别是辐射场和泵浦场的谐波波

数2 正比于 Re缸1l}，而由色散函数的定义式

(38) 可知:

Re{G} =一πIun{g} (54) 

由于计算表明 g(k.)恒为一实数，故 Re{G}

=0，也就是说，在受激 Sunitn-Purcell 效

应中 p 辐射波长并不发生变化。有鉴于此3 只

要提供短波长的泵浦波，就有可能实现短波

激光辐射。

参考文献

[1 ] A.Gover et al .; J . Appl. Phys. , 1975, 46, No. 9, 
3946. 

[2] A. Yariv et al.;J. Appl. Phys. , 1974, 45, No. 11 , 
4847. 

[ 3 ] P. A. Lindsar; : "Introduction to quantum e1• 
ctronS飞 1975 ， p. 72. 

[4] M. V. R. K. Murfyet al.; Opt也cal E 7Iginaeri 'llg, 
1979, 18, No. 5, 526. 

，肌州队川胁A肌A胁，胁、A胁A性、A帆A胁A帆刑帖A帆 '̂%.\\~胁，盹\A胁""\"V部队A胁A帆^'"队\A怡、A恤，酌，协A制呐"I).\\ "̂"''''''''胁川隅，胁，胁A胁川协A地

全国光电子技术交流会及展览会在武汉举行

为促进光电子技术的发展3 使这一新兴产业更

好地为我国的现代化建设服务，同时为纪念激光器

诞生二十五周年p 中国电子学会量子电子学学会和

中国光学学会激光专业委员会、红外光电器件专业

委员会于 1985 年 10 月 15 日至 19 日在武汉市联合

召开了全国光电子技术交流会2 参加交流会的有来

自全国各地的 200 多名代表。

国务院副总理、国务院振兴电子领导4飞组组长

李鹏同志为这次会议作了"发展光电技术大有可为"

的题词p 中国光学学会理事长王大珩、中国电子学会

理事长孙俊入同志也分别为会议题词。

会仪期间p 分三个会场对激光器及其在加工、测

距、检测、 医学上的应用以及光纤、 光盘等技术作了

交流，在会议上报告的还有红外器件、光电器件及其

应用方面的论文。

与技术交流会进行的同时，在武汉市展览馆还

举办了全国光电子技术展览会3 展出了激光元、器

件、激光加工、 医疗设备以及红外与光电器件等产
口
口口。

(吉永)
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