
命 "c在允
第 13卷第 10 期

正电子面沟道辐射的经典描述

邵归珠 罗诗裕

(重庆支通学院)

提要:本文利用经典方法，将粒子运动方程化为二阶非线性常微分方程2 井用

Jacobian 椭圆函数和椭圆积分2 解析地得到了方程的解和粒子振动周期;讨论了沟

道辐射的一些主要特征3 计算了正电子的最大辐射能量和谱分布，并同实验进行了比

较3 发现二者基本一致。
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Abstract: The motion equation of the particles is converted into 2nd order ordinary diff• 
.rential 吨uation with a nonlinear term in the frame of classical physics. The solution of equation 

.and the oscillation period of particles are represented analytically by Jacobian elliptic fUJ;lction 

.and the 1st kind of complete elliptic integral. Some important properties of the radiation are 

discussed, the maximum radiation energy for the position and the spootral distribution are 

calculated. The comparison shows essential agreement between the experiment and the theory. 
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当带电粒子的能量小于沟道位垒时，它

将被沟道俘获3 并在沟道内作周期运动。从

经典物理来看3 任何一个加速度不为零的带

电粒子P 在电磁场中运动时，都要自发地向外

辐射能量2 强大的晶格场可使这种能量达到

很高3 而相对论效应起着双重作用。一方面，

由于质量的相对论效应3 使粒子振动频率随

γ-1/2 减小;另一方面p 由于 Doppler 效应又

使得辐射能量随俨增加。正是由于这种相

对论效应，沟道辐射的能量可以达到很高，且

大都位于x-射线和 γ-射线能区内。由于这

种辐射具有许多固有的特征，将它改造为X一

激光和 γ一激光是很有希望的;同自由电子激

光相比，它可能具有更吸引人的特点。

几年前， Kumakhov 首次从理论上预言

了这种辐射的存在气接着人们对此进行了

大量的理论研究和实验观察胁6J。 对沟道辐

射的处理大都基于 Kumakhov 理论p 常用的

方法有经典方法和量子力学方法3 常用粒子­

晶体相互作用势有 Lindhard 势和 Molier

势，由于势的复杂性，只能对这类问题进行数

值分析。本文将 Lindhard 势展开，保留囚
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次项，把粒子运动方程化为非线性常微分方

程，并用椭圆函数和椭圆积分解析地给出了

方程的解和粒子振动周期3 并从经典电动力

学出发3 考虑到相对论效应p 对正电子的面沟

道辐射的一般特征作了解析处理，同实验比

较3 发现二者基本一致。

二、沟道辐射的谱分布

当带电粒子在电磁场中作加速运动时，

单位立体角的辐射功率(7)

dP(t) 
一一一= IA(t) 尸 (1) 

dO 

其中

A(t) =J 4: [REJret ω 
脚标"ret."表示推迟。 A(t) 是电磁场矢势" R 

是带电粒子瞬时位置与观察点之间的距离3

E是电场强度矢量3 且

=~~ønx (n一β)x~~ (3) 
l (1 一β.n)3R J ret. 

其中 β=心/c， c 是光速，。是粒子速度， n 是

电磁辐射方向。定义傅里叶变换

A (ω〉=「L l A(#)川t (2') 
气/ ~X J-∞ 

则可将单位频率、单位立体角内的辐射强度

表示为

￡才=2IA(ω) 1
2 (4) 

将式(3)和 (2')代入上式3 可得

. d2I e2w2 
一一一=丁T芸~lF(ω) 1

2 (5) 
dω dO 4x2ct。

其中 to 是粒子穿越晶体所需要的时间2ω是

辐射频率2 而

Fω=Jα耐(οt川

α叭(t吵)=[忡倪β向Je-i唔4争手 n'付ω〈ωtη(仍7η ) 

δ铲 (ωs吵)是粒子轨道的振动部分。图 1 给出了

实验室坐标系中粒子运动和沟道辐射的九

何关系。 m表示粒子振动方向， ~表示粒子纵

向运动方向3 民元表示光子传播方向为 n、偏

振为 λ 的偏振矢量，。是 n 与 z 轴方向的夹
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--一-纵向运动方向

!横向…

图 1 实验室坐标系中，粒子运动和沟道

辐射之间的几何关系

z. 

角3φ 是 n 在怡， z)平面内投影与 m轴方向

的夹角。

将 α (t) 作分立谱傅里叶展开

α(S)=z三Lafω(8)

其中
n r2π/0 

a，=云云 Jo a (均 e'山 dt (的

Q 是相对论粒子振动频率， l 是谐波数，原则

上可取任一整数值p 实际上它的取值要受到

沟道位垒高度的限制。

其中

将式 (8)代入式 (6) ，可得

F(ω)= 主(5(ω一ωt)(阶
←∞α』古丁ß.n)

ω，=甘纭 。1)
是 Z è欠谐波的辐射频率2 而

。=0。γ-1/2 (12) 

00 是惯性系中粒子横向振动频率。将式(10)

代入式(时，可得

1LZFLZ需1|α"2怕一ωd
dω dO 2xc2 令d

(13) 
其中

|α"2=φ1+φ2 (14) 

φ1 = le"l. b， 户， C!>2 = 1 e"2 • b" 2 (15)' 

队和 φ2 分别是两种偏振状态下光振动振

幅，而

e.1 =∞s() ∞s冽+ωs () sinψ.j- sin()k 

(16) 



ßk=ιr
T

/
2 

ßI%(均 eiωtdt 。
.L J -T/2 

由式(16"'18)及式 (24，，-， 26)，可将光振动振

幅队和如其体表示为
β2 

φ1=.~ r\~ / 吨 μtz … _ 11咀 00S2 伊(∞鸣。一 β)2

(26) 
量，即en2 = - sin tpt + cos tpj 

bl = 告 j 2工2 β砍ωs吵俨〉

其中材T=3号子予， bι』的两个分 量 bωt阳a 和 blø 分别

(17) 

(18) 

为

φ-AL HJI12 
2-p否言。A

将式 (27) 、 (28)和 (14)代入式 (13)，可得

dSI=62 也 |β11% 1
2 

dω dO 2πC ~ (1 一 β00S ())会

x [(1 一 β∞S())2 一 (1 一 β2)

x sin2 θ ∞S2 φ] 

X 0 [Z.Q 一 ω(1 一 β∞s())J (29) 
其中 βω 由式 (26)给出。对立体角积分p 并注

意到 δ 函数的性质3 可将辐射谱密度表示为

dI 号， Iβ，~12W 
dw -αh~喘严[1- 2ç + 2eJ () (WI 一ω〉

(27) 

(28) 

b l.，=主 jf;二 β拟[ω中 ðr<f)J dt 

(19) 

bl.=去 jfcyzO)64[胁争四川江 dt

(20) 
由运动方程

(21) 

β，， =VI%/C 是无量纲的横向速度3

确定:βz 是粒子的纵向速度3 且

β.= "jß亡否3=β(1一 β;/2β2)

注意到;二=仲cβ(1 一 β;/2β2) 和

(30) 

其中。(ωz一ω〉是单位阶跃函数。 ω1=2Z.Qγ2
112 

是 Z 次谐波的最大辐射能量p α v 一是精
2πch 

(31) ç=二L
WI 

细结构常数，而

运动方程的解及其振动周期-
…·、

t=f .jEdx 
J C.j2(E.,- V (X)) 

其中 E是粒子总能量， E.， 是粒子横向能量，

可将粒子纵向轨迹表示为

z(←βr 1_ /~Edx 
J 、12(E.， - V (X)) 

一 1 r .j去E.，丁V(丙丁! • dx (23) 
2βJ 、!E

其中 V(约是粒子-晶体相互作用势。式(23)

表明3 只要 V(x)给定3 粒子的纵向运动就是

完全确定的。注意到

βe1dz 
=一一

C dt' 

(22) 

(32) 

b =D(4-D~n (;2 

2(1十D)7/2

D=叫

K=πz组1Z句2e泸2Nd吨~ E=刑Jγ(侈33句) 

g是粒子偏离沟道中心平面的距离2γ 是相对

论因子， Zl, Z2 是入射粒子和晶体原子的原子

序数， N 是晶体原子的密度， dp 是晶面间距，

为一
一
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其
则纵向速度 βa 即可求出。事实上，只要求出

了粒子的横向和纵向运动轨迹，式(19)20) 中

的 ι 和 β，就唯一确定p 而 bk"bl.) 因而辐
射强度也就随即给出。

在偶极近似下3 考虑到相对论效应，可求

得问和 bl• 分别为

bll%=土 ßk
Z.Q 

bl.= _~βsin() cosφ B，~ 
帽 Z.Q 1 一β∞咽。 俨瞄

其中 β" 是粒子横向加速度&的傅里叶分

(24) 

(25) 
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其中谐波数 Z 的取值受位垒高度的限制3 即

必须满足条件平lQ~Vm/元， Vm 是沟道位垒

高度，←去， h 是普朗克常数2 刑的取值由

δ函数决定。一般情况下， z 只取少数几个整
dI J- 72 

数值。事实上3 由式 (30)可以看出'd二与 Z2
dI 

成反比，随着 Z 的增加3 百二;迅速减少3 起重

要作用的只有少数几个低次谐波。

我们以正电子为例，具体计算它在

Si(110)面沟道中运动时的沟道辐射。选择

与晶体有关的参数

z2=14, N=4.97X1022 om- S, 
dJ) =0.192 丑m;

与入射粒子有关的参数 zl=1， k=0.83， 正

电子能量范围 5.6 X 107 "， 1010 eV; 与粒子一

晶体相互作用势有关的参数

α=0.019nm， D=11.3, K =115 0 

1.最大辐射能量

简谐近似下

'C= 、f言， αT 是托马斯一费米屏蔽距离。
在沟道问题中，方程 (32) 中的 α>0， b> 

0，可见我们考虑的系统类似于具有硬特性的

质量弹簧系统。当初始条件选择为

X(O) =Xo, X(O) =0 
时p 方程(32) 的解可直接表示为四

X=XOC'Tb(矿石丰bXÕS) (35) 

其中 C'Tb 是 Jaω，bian 椭圆函数，而粒子的振

动周期为

(34) 

T.= ~F(k) 
8- ，.j牛三t- bXÕ

四、结果和讨论

(36) 

F=bXõ 
2(α+bXõ) 

而 F(均是第一类全椭圆积分。

由式 (35)和 (33)，可求得粒子横向速度

βe1dg ,, 
=一一=n..!:fJ7JT)..T.…C dt 气".r..L~-' -J:'.L

(37) 

其中

(38) 

(39) 

(40) 

其中

α1= 一βX。、5丰bXõ，

P1= 旷日写主31= . - v 
dp 

将式(38)代入式 (26)，利用分部积分可得

d品俨"，=专剖j乙2 梢仙阳"，(ωs吵)

=节jf;二叫叫
其中

(45) 。。=37σ
非简谐近似下3

(41) 
的=一号乒， q1 =ZQ, 
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当 (}=O 时， Z 次谐波的辐射频率最大，由式

(11)可得

(46) 。 。
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ωz=2ZQγ2=2lQoγ3/2 (47) 

上式表明3 最大沟道辐射能量与相对论因子
γ3/阜 成正比。 由式 (12) 和 (47)可以看出 p 在

沟道辐射中p 相对论因子起着双重作用。

表 1 给出了不同正电子能量情况下的最

(42) 

(43) 

注意到

sin(2刑十1)π= (-1)IÔI.2m+1 
(2m - Z十 1)π

可将式 (40)化为
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表 1 最大辐射能量

E 电子能量| 最大辐射能量 (MeV) 

(MeV) 实验 | 本文 | 文献口创

56 0.36 0.36 

4x10S 23 21 31 

6 x 103 1 42 40 1---;;: 

毒草
草叶
斗，

"" ♀E 

104 

1 

丫 0.5
h叫 l .:l
咱同

90 86 92 

加。 (MoV)

图 2 能量为 4x103 MeV 的正电子在

Si(110)面沟道中的辐射谱分布

大辐射能量3 并将理论值同实验值进行了比

较，结果基本符合。

2. 谱分布

在偶极近似下，能量为 4x108 MeV 的正

电子在 Si(110)面沟道中的辐射谱分布如图

2所示。取谐波数 Z=l， 2, 3。 实验上可观

察的只有 Z=l，这是因为辐射强度随 Z 迅速

减少3 再加上本底辐射3 高次谐波分量实际上

是不可观察的。同文献 [10] 比较，二者也相

当符合3 同量子描述的结果阳也基本符合。

本文从经典电动力学出发3 考虑到相对

论效应3 解析地处理了正电子的面沟道辐射。
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激光光纤光缆综合医疗系统通过验收

一种利用光纤传输激光进行手术，利用光缆传

送音像，对手术作监护、会诊、示教和录像的综合医

疗系统在上海市黄浦区中心医院正式投入使用，日

前上海市卫生局组织有关专家进行了评议、验收。

采用这种激光光纤光缆综合医疗系统，不仅能

够对外科、内科各病种进行医疗，便于各科使用公用

的激光医疗设备，而且，激光器可以不再放在手术

室3 避免了激光器工作时与之相连系的水‘高压电以

及机械噪声的干扰p 保证手术室工作环境清静、整

沽，也提高了手术室的工作安全程度。现在，用该医

疗系统对属于外科、眼科、 耳鼻咽科、肿瘤科、妇科、

骨科等 31个病例作的临床使用结果表明，该系统性

能优良，使用效果良好。有关专家认为，该医疗系统

的成功p 标志着我国激光医疗技术达到了新的高度，

对加快发展我国激光医疗技术有着积极的意义。

(群落〉
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