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面沟道辐射特征的量子力学描述

罗诗裕 余超凡

(重庆交通学院) (中国科学院近代物理研究所)

提要:本文从量子力学 出发，讨论了面沟道辐射的一般论证。 在非简谐近似下，

描写了正电子面沟道辐射的频谱辐射。同实验比较表明，二者基本符合。

Quantum mechanism description of plane channeling 

radiation characteristics 

Luo Shiνu Yu Chα01αη 

(Instìtute of Ohongqing Oomll1unication) (Institute of Modern 1飞hysics， Academia Siniω) 

Abstract : The radiation characteristics of plane channeling particles are described in terms 

of qua丑tum mechanics. In the anharmonic approximatio丑 the spectrum distr讪ution of the 

channeling radiatibn is calcnlated, comparison with the experiment shows a good agreement. 

几年前[1J 库马霍夫发现了带电粒子的

构道辐射3 接着人们对此进行了一系列理

论研究和实验观察[2--5J 并指出了它的若
一、辐射角分布和辐射强度

干可能应用，特别是有可能将这种辐射

改造为新的 γ-激光，引起了人们极大兴

趣。

不考虑纵向能量损失3 粒子的纵向运动

由平面波描写p 即 e'P'Z/飞而横向运动则由薛

定格方程

研究表明，沟道辐射是由于带电粒子在

晶体沟道中的横向运动引起的2 在不考虑纵

向能量损失和电子的多重散射(对于静单晶2

这一近似是很好的〉情况下3 带电粒子的横

向运动可用经典方法或量子力学方法处理。

[6J从正弦平方势出发3 在经典力学范围内对

辐射特征进行过分析。本文试图从 Lindhard

势的非简谐近似出发，用量子力学方法对正

电子的面沟道辐射特征进行讨论。

/ï,2 d2 

言石b dx2 如(必) + [ε - V(x)J如(x) =0 

(1) 

确定(坐标选取文献 [6J 中的图 1)。其中￠是

粒子偏离沟道中心平面的距离， 8 是横向能

量， V(均是粒子-晶体相互作用势，而

'Tn=悦。γ (2) 

响。 是粒子静止质量， γ 是相对论因子，
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1 11 
γ=一二二- β=二乙 (3) 

，，/1 一 β"2)

c 是光速，仇是粒子的纵向速度。描写面沟

道粒子的波函数 ψ (a;， z)可表示为横向波函

数和纵向波函数的乘积3 即

ψ (a;， z) =如(必)eiPzZ/h (4) 

其中凡是粒子的纵向动量2 且总动量

p=rpa;i +p.k o (5) 

图 1 给出了实验室坐标中粒子运动和沟道辐

射的几何关系。 图中 e 表示粒子横向振动方

向 z 表示纵向运动方向 ， K 表示波矢为 K

的光子发射方向 ， ekλ 表示波矢为 K、偏振为
λ 的偏振矢量。 θ 是 K与 Z 轴之间的夹角3
φ 是 K在 (a;， y)平面内的投影与 Z 轴之间

的夹角。

(…向
横向振动方向

图 1 实验室坐标系中，粒子运动和

沟道辐射方向的几何关系

K 

当粒子由"态跃迁到刑态时3 跃迁几
率 Wm，， (t)可表示为[7l

其中

Wm..(t) =与F Wm | Htnt | h >

x ð (8" - 8m - 'hωk) (6a) 

H 一于. J2:O'hC2 
e 

"广告VL号;EM

x P(bμeikor +bιe-ik oγ) (6b) 

bi;" 和 bkJ. 分别是光子的产生算符和消灭算

符。将式(6b)代入式 (6吟，可求得跃迁几率

W m,, (t) = 2".:n; ~ 2:n;'he2 (毗+1)
'h t:t . L3ωkm2 

X cþð(8n - 8m - nωk) (60) 

其中另表示对波矢 K 和所有可能的偏振 λ

求和。 "儿 =0 表示自发辐射2向手。表示感应
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辐射3 的是辐射频率， L3 是 E 空间体积3 而

φ=φ1+φ2 (7) 

其中

cþ1 = 1 ek1"αm，， 12 (8) 

和

CÞ2= 1 ek2" α刑..1 2 (9) 

分别表示 (y， z)平面和 (a;， z)平面内的光振

动振幅3 且

αmn= (αmn) a;i 十 (αmn).k (10) 

其中

(叫a; =Jψ;但， z)Pa;川队(a;，功
=一 4弘刑οm必mn (ο11) 

( 阳阳ω纬ρn).=

幻~p机(训一彷仇ωa;a;必功圳)

=-i仿ka;P庐.a;mn饨z川n (12) 

a;mn= 1 <啊 1 a; l n>1 是粒子由何态跃迁到刑态

的跃迁矩阵元3 而

k"， =ksinB∞sφ(13) 

问=一年~~2γ饥" (14) 
1-80υ目。

!2mn是惯性系中的跃迁频率3ω酬是实验室中

的跃迁频率。偏振矢量 e"λ 由 e"l 和 ek2 组

成，其中

ekl =oos B ∞Sφt十∞sθsin 伊.j -sinθk

(15) 

ek2 = -sinψi+∞sψ.j (16) 

将式(11) 、 (12) 和 (16)代入式 (8) 和 (9) ，可

得

cþ1 = 1 (αmn) "， cos B ∞sφ-(α明n). si丑。 1 2

m2.Q~m!V~m∞S2 伊(∞sθ 一 β)2 . (17) 
(1 一β∞SO)2

CÞ2 = 1- (αmn).sinφ1 2 =刑2QiJZnsm2 伊

(18) 

在准连续近似下，我们将式 (6c) 中对波矢 b

的求和换为积分p 即 2→一圣L |dskp 并将
(2:n;) 3 J 

式 (17) 、 (18)代入式 (60)，用推迟时间

dt' =dt(l 一β∞s B) 



表示3 可得自发辐射的角分布

dWm..(苦' ) -6203JL
一丁百一一一丁1Cné

x[i1一β侧的2 _ (1 - ß2)8in2 0例可
(1 -β ∞80)4 

如果对伊积分，上式则可化为

dW m..(t') e2Q~na;~ln 
---a，百-一 hc3

(19a) 

×「 (1 一β侧的2_ ~ (1- ß2)川 1
L (1 一β∞s 的公 」

(19b) 

考虑到所有可能的跃迁及能级占据几率，式

(19a)化为

dW(t') 
丁0- -茹r另Q~"，p..仇

×「 (1 一β∞80)2 一 (1- ß 2) 8in2 0∞82 φ1 
L ( 1 一 β∞s 的全 」

(20) 

其中 P佛是能级占据几旦在2 求和遍及所有可
e2 1 

能的跃迁，α=←一=一一是精细结构常数。'hc 137 

将式 (20)乘以 hωmn 即可得到沟道辐射的强

度分布

dI n 一一=-27202nmtnP"
dQ 且ωU 削A

x [i1一β∞80)叫1-ß2)sin2θ∞向]。
(1 一 βC080)5

(组)

队式 (20) 和 (21)可以看出3 只要在给定情况
下分别求出跃迁频率 Qmn，占据几率 Pn 和跃

迁矩阵元阳n，即可求出沟道辐射的谱分布。

出式 (17)和 (18)可以看出2 在 (a;， '!J) 平

面内观察到的辐射是线偏振的p 在 ('!J， z)平面

内观察到的辐射是在与该平面垂直的平面内

线偏振的。 当。= arCC08β 时， (侈， z)平面内

的辐射不存在p 沟道辐射是全偏振的p 偏振面

就是 ('!J， z)平面。为了描写沟道辐射的偏振

状态，由式 (17) 和 (18)定义偏振度 P

p=兰ι生
φ1十φ2

E ∞82 φ(∞sO- β)2 -8in2ψ (1 一β∞80) 2

∞82 伊(C080一β) 2+8in2ψ (1 一 β∞目的2

(22) 

事实上p 从式 (20) 和 (21)可以看出，对于相对

论粒子p 辐射大都集中在朝前方向p 角宽

iJ() '"γ-1 且是全偏振的。

一、系统的本征值、本征函数

和非谐效应

粒子的横向运动由方程 (1) 描写。常用

的粒子-晶体相互作用势有 Lindhard 势和

Moliere 势。无量纲的 Lindhard 势为

V (X )=KWL(X ) (23) 

其中

WL(X) = [(1+X)2十的 1/2

十 [(1-X)2 十 b2J1/2 -2(1 +的1/2

(24) 

12 … 1 
X=2x/ dp , b2 =节~ , r (25) 

D=dp/αT， K=πZlZ2e2Nd~ J 

仍是粒子偏离沟道中心平面的距离 dp 是晶

面间距;句是托马斯-费米屏蔽距离 Zl、

Z2 分别是木射粒子和晶体原子的原子序数z
e 是电子电荷;N 是晶体的原子密度。

将Lindhard 势展开，在非简谐近似下，

将相互作用 V(均表示为[8]

其中

示为

其中

1 7 " , 1 V(a;) = 丁f k2x2 + ~ k4X4 (26) 

8a, 64ao 
702 =号!.. K k4 =叮了'.E.... K

Wp ..! 
w p 

αbE n= b2(4 - b2ìJ 1=(1十伊)31注 U，2~ 

4 (1+b2)7/2J 

(27) 

注意到式(26)，系统的哈密顿量 E 可表

H=Ho+H' 
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E 元 d2
. 1 

0=- '2石t da;ll +言 k2z2 (28) 

H'=! k4w飞 (29)
Ho 是谐振子哈密顿量3 它的本征函数由厄

米多项式给出 3 即

问(功 =N"H，， (ç)叫(-号) (切)
其中

ç=毗 α2=孚立， Qo = (妇"
(31) 

N佛是归一化常数p 且

年(拮可)1/2

丑，， (Ç)是厄米多项式

(32) 

~" 
H ,,(ç) = (-1)"efJ 之:n [exp( -Ç2)]。ôg 

(33) 
Ho 的本征值

8~ =11Qo (n+1/2) 。 、 (34)

其中仿为正整数。

其中

将微扰哈密顿量 H' 用算符表示3 即

1 7 ( 11\2 
H' =~ k4 ( -::-一)护 (35)
4\ 刑。0 1

叫平m古川) (36) 

α+ 是粒子产生算符， a 是粒子消灭算符。在

Ho 的表象中，可直接用微扰法求出扰动系

统的本征值和本征函数。在一级近似下，系

统的波函数

jñ>= I n>一条(击对2

• 4 !5 2 • 

× 、/百工1)百丰苟(饨+ 3/2) 1 饲 +2>

+最(动z)2J币士王7
x (饲-1/2) 1 饥 - 2>

+右~(动20r 
×、/饥(何一 1) (吼一 2) (句 - 3) 1 切 -4>

c /亢 \2

4元。。飞 2悦。o J 
×气/ (n十 l) (n十 2)(n十 3) (饲+4)

x In+4> (37) 

本征值

e句.=ω陆叫o[←饲叶+1/β2+ ~ (2n2 + 2缸饨叶川-1-←ο 

其中

(38) 

3'h门 L
c=~ δ=一-4(39〉

佳句

三、占据几率和跃迁矩阵元

当一束粒子投射在晶体上时3 只有一部

分粒子进入沟道。沟道粒子对不同能级有不

同占据几率2 其定义为

P(8，，)=I<吕 l e阳 > 12 :. (40) 

其中|在〉由式 (37) 给出 3 注意到

。 1 e'kz'l' > =护".J2;; (-i)"叫

x( 一其)Hn(~) (41) 
\α- /飞 α /

则可将矩阵元〈吕|沪.."'>表示为

Gldcse>Et NJEZ川"叫
x(-券)H，，(令)
。 一 ( 2_ 4 CV ~王 N，，+2( -i) " +~ 
α元。。

x(命r而川)

X (n十3灿冲(一券)H"+2

x ( kdα) 十生i豆
2元。。

/ 毛 、 s

xN川(-i) "-2 性命~)

xvl页石-1) (吼一 1/2)

×叫一吾)H，.-2 (K，Jα〉

-豆豆豆 N"+4 ( - i)n刊
4anûo 

x(动20 r 
x ..J (n + 1) (n + 2) (饥十 3) (何斗- 4)



×叫一丢)H，，+4(k.，/α)

+瑶几儿ι-→4
×气-J饲(仙饲 - 1υ) (归饥 -2勾)(仙饨-3勾) 

×叫一丢)H川70.，/α) •.• (42) 

将式 (42)代入式 (40)，可得

川z镣N~exp(一券)H~(k.，/a)
+兰乙/一主--=-_ )2 2x~ 
元。。\ 2mQ0/ 响。。

xN"N"+2 -Jë刊十1) (71+州+号)

×叫一手)H，，(争) H"+Il 

(ι丘(土r!豆豆
α/ 元。。\ 2m，Qo / 响。。

xN"N"_2 -J71(n-百(何一1/2)

×叫一手)ι(令)H"_9
× (iLJ-LY 

α/ 2h,Qo\ 2mQo / 

×与~ N"N"+4 
仰U.&o

×飞/~ι干1)(九平豆)阳县3) (何干苟

xexp( -k;}α2)H，. (k.，/α)H份刊
ρ / 在 \ 2

x (k"，/α)+ 苟瓦(言却;)

2π'fï， 
×一τ~N但Nft_4.

竹ZUo

×、/n(71o -1) (71 - 2) (句斗)
X exp( -k;/α2) H，. ( ka;/α) 

x H"_4(k"，/α)+ …高阶项。 (43)

在零角度入射下(即上式中的儿=0)，只有

何为偶数的 H，. (O) 手 0 。 可见p 只有偶宇称

态才被占据。注意到

H叭的= (-1)"(2吩!/饥! , 
可将偶宇称态的占据几率表示为

2π元 2 _(2n)! 2 

P(82n) =石百r N2" 一百芦一

. + +4:: ( <L~. \2 2πIL+2 一一{一一- ) 一一;:- NQ..N9 牛'Ì1ûo\2响。o )饥。。 圳阳刊

x -J (271千 1)(2刊十 2)

x (2饲+立)42Eii坠业
2) 削 价+1)!

4c /亢 \2 2π元
-一一:: ( 一一- 1 一一:.'- N9..N9..__ 元。。飞 2响。o )响。oznzz

x -J2n否百士王丁 (2切 -1/2)

x~饲)! (2n一 2) ! 
→一

饥! 何一1) ! 

/元 \2 2π元
--一一:;-(一-一=--1 一一:.. : N 9ftN 9OH A. 2元。。飞 2悦。0) 响。0 2" 组 备

×气/(2饲十 1)(2饥十2X2饥 + 3)(271+ 4)

x~时 (2n+4) ! 
-一饥(饲+2)!

+ ^",cr, ( ^ h\2 2nh 钝 4一~(一一一 1-一;.':: N9ftN9ft _4. 
2元。。 \2刑ρ。/响。omm 告

× 飞/2饥 (2吼一 1) (2吭一 2) (271-3) 

(2忧) ! (271-4)! 
×一一一一一一一一+…高阶项。(饵-2)!

(44) 

在偶极近似下，非零跃迁矩阵元和跃迁

能量分别为

=J-LdIh-吝(叶1)1 'v 2mQo .., . -L- 2" -, J 

十 02 ( 元 \4 r--;-寸
一， ~ ~ _.. (一一~) .J倪十 1
16h2QÕ \ 2mQo / .… ·一

x [(n +2) (饲+3)

x (73n2+317n+340) +饥(饥 -1)

x (73712 -25侃一2)J (45) 

元ω酌 n+1=元。o[l+ð(n+1)J(46)

=立) ,, _h f'\ -Jë叶1)饥(饥-1)
12 'V 2响。。

302 ( 元 \4

2fi，2否τ\否瓦百;/

×饥(2n2 -13) -J(ι三1)饥 (n十 1)

(47) 

元Wn-2.n+1 =3元。0(1 十 ð，，) (48) 

c2 ( n, \4 
问斗，ω=-写写扒豆司2;J

x (6饥2-20n-5)

×、/ë何 + l)n(何一 1)(n-2X仇 - 3)

(49) 

元ωn--4.n+1 =5元。0[1+ð(n-1)J (50) 
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♂/亢 \4
问-6.11+ 1 =-16而言{苟{20 ) (71 斗 - 62)

× 飞1(71+1)71(饲-1)(吭一2)(饲-3)(71-4)(饨-5)

(51) 

在ωIn-6t~+1 =7元。。口+δ(侃一 2)] (52) 

四、结果和讨论

选择与晶体有关的参数 Z2=14， N= 

4.97 x 1伊2 cm-3， αp= 1. 92 λp 与入射粒子有

关的参数 Zl=l。注意到 α7' =0.17λp 由式
(25)可得 K=1.5eV, D=11. 3, b2 =0.094。

在简谐近似下p 正电子的面沟道辐射只

有一条谱线，其能量为

7ω?，，，， =2γ{2m，， =2γ叫主斗"
、 '11"0 I 

=2元γ3/2 (53) 

其中 K2 =20 .46eV/λ2 与作用势相关的谱
续展宽为零;偶极跃迁矩阵元由

x~.n+叫去J币 (54)
给出。当 γ=100 时，式 (53)给出的沟道辐

射最大能量为 25keV。实验表明p 能量为

56 MeV(γ幻112)的正电子沟道辐射只有一

条谱线p 峰位 37keV，线宽 20% 左右阻。 简

谐近似再现了正电子面沟道辐射只有一条谱

线这一特征，但它给出的峰位偏低3 这是与实

验不符合的。

考虑到非谐效应p 峰位向高能方向移动，

最大辐射能量由公式

nwm.. = 25(1 + 70) γ3/2 (55) 

给出。对于 γ=100， 'hωm，， =37.5keV(其中

δ=0.081) 与实验基本一致阻。 根据式 (20)

和 (45) "" (52)，图 2 给出了非简谐近似下，正

电子在 Si 单晶 (110)面沟道中的辐射谱分

布。 谱线展宽与很多因素有关，比如晶体缺

陷、束流能散、非谐效应和电子多重散射等。

从图 2 可近似估计出3 仅非谐效应这一项的

贡献就有 18% 左右，加上其它效应， l普线展
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0.01 

。
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P " .IÝ 

p气
/i p 

3 3.5 1 
t"".10• (eV) 

图 2 在硅单晶 (110) 面沟道中p

沟道辐射的频谱分布

= (l-ßcos θ) 2- (1-阴阳20明忡
图中 f(θ ， φ)

。一β cos O) 4 

P;色的

0.8卢
\ 

0 . 6 卡 \\

γ = 1 

伊， = 0

--………甸、、‘
\、

2 .4 
0 4 8 12 1G 20 

图 3 占据几率 P' 与粒子"横向能量"

加之间的关系

;P;.<nt I 
伊1 = 0

1\ 一- 2n = 6
051\ 
n\\------一-

---一-- 2n;=0 

1 、.......----

图 4 占据几率 P' 和粒子"纵向能量"

γ 之间的关系

an 

γ 

宽偏大3 这与 Lindhard 势的非简谐近似不

是太理想有关。

图 3"，，5 分别给出了占据几率与横向能

量、纵向能量及入射角度之间的关系。从图 3

可以看出，在零角度入射情况下p 占据几率随

(下转第 464 页)



(由于没有摸索切割工艺3 因此上述对比不是

在最佳条件下进行的)。在保证吹氧量、切割

速度和材料及其厚度相同的条件下3 采用单

模非稳腔和多模稳定腔切割不锈钢照片如图

12 所示。

从图 12 切割试件照片可以看出 3 在切割

速度、吹氧量、试件材料和厚度相同的情况

下，所需非稳腔单模激光切割功率大约只有

稳定腔多模激光切割功率的 2/3。同时，采用

非稳腔的切缝宽度也比稳定腔多模光束切缝

宽度小得多3 而且单模非稳腔切缝的正、反两

面都比较光滑，热影响区也较多模稳定腔小。
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图 5 占据几率 P' 与粒子入射角

机之间的关系

横向能量的增加而减少;图 4 给出了在同一

情况下3 占据几率随粒子能量增加而减少的

规律;图 5 给出了忧=1 和 饲= 2 这两个态p 在

不同入射角下的占据几率，曲 线 的特征

-484. 

f 

与厄米多项式有关[纵坐标均选择为 P'=p

(专α)J 。
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