
, 

‘ 

命~(.鑫允
第 12 卷;第 4 期

1、. • 

yf 关于非均匀性对单横模
激光振荡特性的影响

王裕民

(中国科学院上海尤机所〉

提要:考虑到激光的横模分布、介质增益及腔损失的横向不均匀性后，给出了不

同激光模式振荡的速率方程，并讨论上述不均匀性对振荡条件、增益饱和特性、频率
牵引l 、振荡功率等的影响。

Influence of inhomogeneity on single t r-ansverse 

mode laser oscillation properties 

日7αng Yu刑in

(Shanghai Institute of Optics and Fine Mechanics, Academia Sinica) 

Abstract: Having considered the transverse distribution of the modes anq the transverse 

inhomogeneity of gain and losses, the ra臼-eql1ations of the osciIlating modes are given. 

The inf:ll1ence of t面 inopmogeneity on the osciIlating condition, properties of the saturated 

gain, pl111-in freql1ency and osciI1ating power are aIso discl1ssed . 

.. 

一、引 t生F
CI 

在描述激光振荡的方程中一般都不考虑

激光的横向强度分布，并认为介质增益及损

失沿横向也是均匀的。但实际上激光光束、

增益或损失都不是均匀的2 特别是气动激光

器3 增益沿气流方向极不均匀。这时采用怎

样的稳定振荡条件，就不是显而易见的

了。

我们从激光半经典理论出发p 将光场按 .

本征模展开，将鹊合损失处理为边界问题3 得

到了不同模式激光振荡的速率方程。其结果

与通常均匀光束、均匀介质的方程之差别仅

仅是在通常方程中出现的增益或损失要用矩

阵元代替。

一、激光振荡方程

1. 场ñ程

考虑图 1 的谐振腔，腔内有横向不均匀

的增益介质。腔内的电场振幅满足 Maxwell

方程 (MKS 单位制)口
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图 1 谐振腔的坐标

( 21θ2θ\ -V+731r+向σ0 万)E(x， 。

一μoZLP(衍， t) (1) 

E(勿， t) 为电场振幅， P(x， t) 为介质的极化

强度，两者均是空间坐标x及时间 t 的函数。

σ。为描述光在介质中损耗而引进的电导率。

州、 80 分别是真空磁导率及极化率3
c =1/ ..j fk080 

为真空中光速，当的=p = o 时上式变为真

空中自由传播的电磁波方程。 若真空中自由

传播的电磁波为。-ivt .U(X)形式，则 U(的

满足亥姆亥茨方程:

j一 ，:J2 + k2) U(x) =0 (2) 

h 为光的传播常数(波数)。在近轴近似下其

解为球面波或厄米一高斯形式的波[2J 。 向正

负方向传播的厄米-高斯模分别为(为简

单起见，这里先只考虑 ro， z 两维情况)

unCæ， z)-e-伽"t-6;'(:)+耐'】及 u，，(匀， z).e-i[vt，t+阳2川jf10

或简单记为:

马 (ro， z).e→问t平6;， (;;)何如

式中 一
仰，←H，，(记手).。一动了

。~(z) = k" (z+示可)十轨。)

忡忡(叶圣)也an-1号

州=ωõ[叫最YJ
RO)=z[叭铲)丁

~ 1'98 • 

1 

~ (3) 

J 

H" 为 n 次厄米多项式， U" 为厄米-高斯函

数;均为自由传播的第 n 个横模的角频率;

的土〉 分别是向正负方向，传播的光相位 k" 是
波数，忽略不同横模由于波数微小差异引起

弘(z) 、ú)2 (Z) 及 R(z) 的变化，取 k，. =k。在 z

处波阵面的曲率半径为 R(吟，高斯光束半径

为 ω(吟，在 z=o 处(见图 1)光束半径最小，

为的。 (3) 式是近轴近似下自由传播的

光场。 两不同的横模仿及响， u" 仰， z) 及

创m(匀， z) 对固定的 Z 是正交的，即

tu"cx, 
Z 

在谐振腔中p 由于介质及边界的作用， 光场分

布将变成自由传播模的叠加。 对非稳定腔，

腔中的光场应写成两列球面波的叠加;对稳

定腔F 腔中的场应按厄米一高斯模展开。本
文只考虑稳定腔情况，谐振腔中场可看作一

系列沿正向及负向传播的不同横向模的叠

加:

E(ro， 嚣，均=专 ~{E~+)(z， 。
xu,, (x, z).e→[v"t+ψ~+)-8纠纷1

+E~一) 巾， t) 

×山(ro， z)e-Hv"t+φ!.-)+句(Z)J

十O.O} (4) 

展开式的系数 EF〉 及 Et〉表示场振幅;0. 0

代表前两项的复共辄， E俨及的土〉皆为实数。

同样地将极化强度 P(匀， z, t)也按厄米

-高斯模展开:

P(倍:， Z， ←坷{pmzg 。
xu，， (匀， z) . e-I仙"t何is+J-制约1

+P~-) (z， t) .u,, (ro, z) 

xe-I问川;;与0;'(0)] +O.O} 
(5) 

但其中 PF) 不再是实数。

将 (4)及 (5)式代入 (1)式p 采用如下近

似口 E~.士)巾， t) 、 φ，， (z) 、 R(均为 z 的缓变

IθE俨|
函数， Eω又如的缓变函数(即|可7 |



I ÐE~~) I 
|四川，同广 I <<1 v，.E~~) I 等)j 再利用

u，.(a;) 的正交性得:

(θθ) E~~)+~ 若α一土c~)E俨斗·÷里α E~土〉
θtθz / -" . 2 7,'-

一古·川俨(Z， t) 

(主-oiL)
θ# 一 θz

式中 .

口 -JLEiute PF勺， t〉 J
"'ëO 

αmzjzf?饨.(a;， z) 咐m (a;， z) 

× ω/t!u，，(a;， 功尸 .dx

(6) 

=<叫去 l响)/<n ! 响> (6') 

式中 ImP~~) 及 Re P~=) 分别代表取 PF〉的虚

部及实部。

2 . 密度矩阵方程

设介质为两能级系统， α及 b 分别代表

上、下态。密度矩阵元 ρ~ò 及 P~~， ρòò 满足下
述方程口

ftMmp gj，吟 = -(iω+γ〉阳

+去几位J z, t) .D (a;, z, t, v) (7.1) 

ftMZ3gp t，心) = Â.a(x, Z, t, v) 

一 γa.paa.一[去 V旷ρb川.0J (7.2) 

二ιρ协 (XJ ZJ t， 心) = λb怡J ZJ tJ v) 
dt 

一川协+[tv川òa. +o.o] (7.3) 

d θθ 
其中一-=一一十心一:::-J 心是分子热运动速dt Ðt ' - Ðz 

度， V曲为相互作用矩阵元，

Y叭叭←fgEi吨， t) 

x u" (x, z) .e -i[vnf咐'-k" (叶最Zï)-<I>，，('月

十Et〉 巾， t) .u"怡， z) 

斗叫+时H" (叶圣)+<I>n(Z +o.U} (8) 

缸。为两能级间能量差;几川、内分别为相

位、上下能级弛豫速率 p 为电偶极矩阵元;

D=ρ侃一 ρbò 为上下能级粒子密度差 Â.a.， I Â.b 

为上下能级泵浦率。

为解方程 (7.句，按照文献 [lJ 的方法令:

Z' =z-vn(t-t') (9.1) 

贝O

Paò(X, ZJ t， 吵←=÷丑[=d
xexp[ 一 (α4 ω +8功) (t 一 t')门JV"呻以b叫(Z扩， t') 

xD怡， z', t'J v) (9.2) 

做速率方程近似(即设 Eiu、 ψiu、 D 在相位

弛豫时间俨-1 内变化很小)和"转动波近似口，

(8)式代入 (9.2) 式得:

向以肘，吵=一瓮军
×机以吟 .D队 z， t , v) 

× [EF 〉巾， t) e-([v庐山在)叶-<I>n(.)J
1'+i(ω -v"+k，，吵

十 Ei→ • e -l[ν川" (叶圣) +ψjf+句(ø)~11 
1'+i(ω -v"-k，，心) JJ 

(9.3) 

极化强度用密度矩阵元表示为:

P(侈， z, t) =pJ二(叫a;， z, t, v) +叫仇
将 (5)式及 (9.3)式代入上式，再利用正交性

得到:

P叫

X ei(叫归。川 {∞ D州 (z， t , v)dv-
J-∞ γ +i(ω-vm土儿时

式中中坊{= (v"t+的士。一 (vmt+φif〉)

。，.m = (knz+φ，.)一 (kmz+φm)

D..m 为反转粒子密度的矩阵元p

(10) 

D"m队 t， 功 =t D(a;, z, tJ 似)叫价， z) 

叫(X， 归4川)WBW/jxtLfdm
(11) 

将 (10)式代入 (6)式，忽略模间相互作用后

得:
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(θθ-一土。一)E~+)十七 4ôt - - ôz 

=手.[~ DtlR (z , t， 似)
X .ff(ω -V，.士 k，.v)dv.E~士) (12.1) 

( :t 士。三)φôt -- ôz J 

=号[~D.."巾， t, v) 

- h士 k"vX .ff(ω -V，. 土 k..v) ωγ 仇。

其中 σ=最为感应跃迁截面。
(12.2) 

.ff(驰)三 1 2 为 Lorentz 因子。+ (ryO / r) 
(12) 式用光强表示为:

(θθ 一土。一)-Ii句句.I~%)
θtθz 

=cJ二σD"，.巾， t， ψ) 
x !f(ω-V，.士仰)ω.I~土) (13.1) 

(θ!)ωf 一-土c-_- 供 =clσ .Dn，， (z， t， 似)ôt -- ÔZ ;r n :-J-~ 

- V"土儿似x .ff (W-V，.土 knv) ωr

(13.2) 
其中 l~%) =专 εoEF明别为沿正负方向传

播的光强。 将 (9.3) 式、 (8)式代入(7.2) 和

(7.3)式并假设原子运动平滑了 lEF〉十E~-)12

中的烧孔效应阳，则 D所满足的方程为:

舌阳(匀，叭，←λ阳似)
一γαρα。一 σD(必， z， ι v) 

× ZJLui怡， z) 
n /bV 

x [.ff(ω -v，. +k，.v)I~+) 

+.ff(ω- vn-k..v) .I~-)J (14.1) 

ip协(俗， z, t, v) =λbW(ψ)-γbPbb 
dt 

.200. 

十σD~丢吨位， z) 
/bV 

x [.ff(ω - v,. +k,.v) .I~+) 

+.ff(ω -V，. -k，.v)I~-)J (14.2) 

其中 W(←斗=.e一(+) 1
U、/:n;

为归一化的 Maxwell 速度分布，切为最可几

速率。

3. 边界损失

在输出祸合较大时，腔内损失不能用分

布损失来代替p 必须解边值问题。 腔的坐标

如图 1。 腔面是曲率半径分别为 R(l)及

R(2) 的球面。球面上坐标满足关系:

4+-2二一 = L， i = 1, 2。
2R(i) 

设镜面的振幅反射率为 ρ1 及 ρ2，边界条件可

写为:

25EV(句， t) ' 'Um(侈J Z1) • e -l[vmt+tp~)-kmLl-φm(O.)] 

=一ρ12Er仇， t) 'Um (侈， Zl) 

一4怡mt+ q>~，; )+kmLl+φ..(z ，)]
Xe 

~E;;)(旬， t) 'Um(X, Z2) X e-i问川j归kmt，忡m(句)]

'" 
= - P2 ~ E~，;)(i2， t) 'U.刑(信， Z2) 

Xe→[Vmt+呱>-kmLa-$阴阳门 。 (15 .1)

利用阳的正交性上式可写为:

E~+) (句，。 = -22Ei7(句， t). (ρl)n"， 

饥。"n-Vm)t+ø宫'-φ~)]-íakA+km)Ll+品n(Z，)+φm(Z，)]
Xe 

EY(旬， t ) = - ~E~;)(Z2 ， t ) . (ρ2)nm 

-'[(Vn-νm)t+<p仆'一q>~~)J+n1t，汁1<..)[，.+队 (Z.)+~m(Z.】 IX e - " -n 一川 • 

(15.2) 

式中 (ρ')n"， = (忧 Ip， lm>/<叫吟。

显然当向=常数，反射镜半径向》ω4 时

(ρi) n", =δl~mJ 这就是说均匀反射率不会引起

模式畸变。反之当反射镜的反射率不均匀或

孔径不够大时(ρ，)m，. 手 0，就会引起模式混合

使本征模发生畸变。对处在自由运转的连续

激光器，相位变化是随机的，从时间平均效果

看，可忽略 (15.2)式中的非对角元项3 由此可

近似为:



E~+) (衍，。 = -Er) 〈句， t). (ρl).m 

一2j [7e..L，+~.. (L，)]+ j Lφ芷'-ψ~;)J
x e 二

E~-) (Z2, t) = - E~+) (Z2J t). (P2).. .. 

2j ~7e..L， -I-队 (L.) ] +1('1':;"-'1'主，]Xe - - .. - . ,- 一二 (15.3) 

以上(12.1)→ (15.3)式给出了第"个模振荡

的速率方程。 它与通常的速率方程的区别只

是将方程中出现的粒子反转密度及损失用相

应的矩阵元来代替。

三、激光振荡条件

在稳态情况3 由 (14.1)和 (14.2)式得:

D (xJ 气 功

N (x, z) W(ω) 

( 山1~即.5f(ω一川mV)
Irt 

十Ijfr(ω-vm-km似)J .u~n (必J z) 
(16) 

其中 18 =主乙生垃卫生 =主丘之丘L为饱和
kp" γα+γbσγ，， +γb 

参量。 N=λ。l:y"， - Àb/γb 是光强为零时反转
密度。 由 (13.1)式给出第饰个模向正负方向

传播的增益系数为:
r7 T(土〉

蚁。)= 士工ι一
p士)dz

= <n l gC士 ) (匀J z) In)/<叫仰〉

(17.1) 

式中

邸)= J二似，v) •ω (17.2) 

又
(土〉9è;;'z ,v) 

一 σN(匀， z). W (的 .!f(ω -v..士儿吵
{叫~[I~;).5f (ω-vm叫

1I1t 

+I~)2"(ω- vm-kmv)J .u;，怡， z) 
(17.3) 

增益系数与粒子反转关系为 g=σN J g?;，)z ， v)d怕

是在(筋， z)处F 由速度为伊刊十巾的原子对

频率为 v，. 向正负方向传播的光增益的贡献。

gí;?~) 则为频率是 h 的光沿正负向传播在

(X, z) 处的增益。

由 (13.2)式给出第饲个横模沿正负方向

传播时相位变化:

dψ (z) (土 1 / _1 (∞ 3 ω-Vn 立运」=?A|jJiZJJ〉 γ 

xdvl 何)/φ|吟。8)

从(17.1)和 (18)式可见它们与通常增益、相

位变化的区别仅仅是将右端的量变为相应的

矩阵元。

令丢项为 0，在 (12 时中对 Z 积分

〈从 Zl→Z2) J 将得到的形式解代入 (15.3)式，

得到:

(ρ1) nn • (队".e呼H:三[g~;; ) (Z) 

+g~;;)叫d…，，}
×叫2i[ ιL+ (饥寸)

x (tan-1 !ω3 ta-1kω~\ ·…卫一一'--- tan 一一- I \ … 2L2 2L1 1 

f出几[girogU〉主亏斗-k旦旦

+gU (们)ω-vfh~Jω} = 1

(19) 

由此得到两个振荡条件:令(19)式相位部分

的相位等于 2π(q+1) (q 是正整数)，再利用

L1 及 L2 的表达式[!l]

T L(R2 -L) 
-.LJ1

二

R1+R2 - L J 

L~ = -.!:.. (R2 - L) 

R 1+ R 2 - L' 

fL (R1- L ) (R 2 -L)l 
ω~ = (~\21 X (R1十R2 -L) f 
0= 飞τ)

-
(R1 十R2 - 2L):&

由此得到 m 模的振荡频率:

~'nq =丰乡村+1)+(叶专) ωγ2l，Q2
} 

+jtfkFU〉十F~;;))dz (20) 
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式中

Fr(←fyop 的丘于lc"主向

=f国〈n 1 gf;.~ . v) 1 如〉
J-∞ 〈叫吗〉

ω-v，. 士ι
γ

似 V (20') 

可见频率牵引项是与模式分布有关的。

由 (19)式的绝对值部分相等，得稳定激

士 dIL士气功

1~土 ) (z) odz 

光振荡的条件:

(ρ1)川ρ2) 饵，. 0四pÜ::专肌z)

+抖了。)Jdz-叫 =1 但
该式与由 (ο17.1) ，....， (1刀7.3功)‘ (15.3) 式的两边

取绝对值(或将振幅 EF}换为强度形式)的表

达式所组成的方程等价，即 (21)式也可写为

下述方程组形式:

〈叫了 如何，研(V) 2'(ω -v..士 lc，.v ) 0ω | -∞1+1;1~ [I~; ) (z) .5t' (ω-vm+/cm时 +I~;- )(z).5t'(ω -vm- /c..V)]u;，(必， z) 1 

-<刊 | α | 仙>/<n l 吟 。
1~+) (Zl) = 1 (ρ1) 阳， 1

2 
0 1~ - ) (Zl) 1 

~ (22.2) 
Ii一) (Z2) = 1 (P2) ,.n 1

2 
0 1~+) (Z2) J 

以上结果是在(x， z)两维情况下得到

的。 很容易证明三维情况只要将本征函数

均(x， z) 换成叭m(俗， 'Y， 吟，即量予态|何〉→
In，刑>，对坐标 m 的积分换成对 x， 'Y 的积分
即可。

四、几点讨论

当考虑到增益、损失及场分布的不均匀

后，激光振荡的许多特性都应有相应的改变，

为了简单，下面我们只讨论对频率牵引、增益

饱和、振荡功率等的影响。

1.频率牵引

将(17.3)式代入 (20') 式p 对切积分p 假
设为完全均匀展宽情况2 即设 Doppler 线宽

ku<<γ2 则积分就简单地近似为:
F~;) (z) = F ,...(z) 

=「-σN(x， Z) 2'(ω -vJω-v，. 1 
L 1+12'(ω -Vn)u~(x， z) /I. γ 」阳

对于三维情况上式变为:

.nm(Z) = rσN(必3 机 z) 2'(ω -v..)
L 1+12'(怡αω)-ν凯hω，.ρ画.)u吟L

×守主Jn隅'酬。
'w 202 '0 

<nl 仰〉
(22.1) 

振荡频率为:

=号{(刊)+(叶刑十1) 008γg1g~} 

Jgo咛旦u~"lx， 'Y, z) l 
+ ~()~ r门回归 xdxdydz 

2L J -ooJ -ooJ 臼 r 1+{旦之叫
2

1 
1 飞 γ/ r 
l +lu;'m(俗， 岁， z)/I's J 

(23.1) 

对 rrEMoo 模 uω = e-2"('/ω 设的为常数，

(23.1)式积分(用极坐标容易计算);

Llvoo =问一号子

x{ (q+1)+(n十刑十1) ∞日-2/53;:}

==c n 
G〉 一- Voo 

2 yoγ 

xl丑口十12'ω一川/1~ (23.2) 
1 /1. 

如果按通常均匀光强分布计算p 频率牵引为:

Llv...= ~ a ω -vωr(ω- voo) 
V掬一宫"一亏 1+1/1. 0 !L'(ω-vω) 

(23 .3) 

其中 ω 为 Lorentz 线型的中心角频率。图 2

画出两种场分布的频率牵引量之比与 1/1.0

2'(ω-v)的关系。从囱看到按均匀场分布

计算的频率牵引与 TEMoo 模振荡时频率牵



.tt voo 
万万'"

2. 

2 

0.5 

o 12--3-4-一0"
J (IjI.).!E(ω-v) 

图 2 iJvoo/ iJν掬(TEMoo 模与等强度分布的
频率牵引量之比〉与 1/1.' .!E{ω -v)的关系

引的差别还是很大的。

2. 增益饱和特性

在讨论增益饱和时可设‘ ω = Vnm， 仍以

TEMoo 模为例。与(23.1) "-/ (23 .2)式类似，

完全均匀展宽时:

的。 (z) =go ln(1+Ioo/ 1s) / (Ioo/ 1s) 

9捕。) = go/ (1+1s) 古 (25 .2)

图 3 画出饱和增益与腔内光强的关系。可以

看到p 光强由高斯型分布降低了增益的饱和
效应，从 (24.1)和 (25.1) 可得到:高斯光强分

布使饱和强度对均匀展宽增加 2.51 倍，对非

均匀展宽则增加 2.34 倍。这与 Sa吨entIII

在讨论高斯光束对饱和光谱学时所指出的结

果是一致的阳。

3. 振荡功率

为了说明横向不均匀对功率的影响，考

虑一最简单的情况:设 α=0，反射率'1"1=

|ρ11 2，'1"2=1ρ21 2 皆为常数， go(侈，'!J， z) = go (z) , 

在均匀展宽时，对 TEMoo 模解方程(22.1)式

和 (22.2) 式得:

王:丘e (β+ '1"2/β)dβ 
1". J vr;可 Jβl丑[1+ (I~t?/I.) 1 

x (β十 1"2/β). .!f(ω -vω)J f 
fL 

= Jogo(z)dz= Go (26.1) 

(24.1) 其中 βEIE/IspIE 为腔内 z=句处向右传
完全非均匀展宽时:

goo(z) = 2go[(1+1ω/1.) 2-11/(1，ω/1"8) 

(25.1) 

而均匀强度分布时，对均匀展宽及非均匀展

宽的饱和增益分别是:

以z) zdz(242)
g!go -r-
1 

o 2 且 456 7 吕 9 1/ /, 

图 3 TEMoo 模与均匀光束的增益饱和特性

町、a2一非均匀展宽 b1、 b2一均匀展宽

播的光强度，而设光束为均匀强度分布时:

对完全非均匀展宽时:

若 ω =voo，则得:

1it? e (β+ '1"2/β)dβ 

1. J v7;r;" β {[1+1it? (β+ '1"2/β) /IJ- 1} 
= 2Go (27.1) 

而通常光束均匀分布时为:

J:，..，.，口十时(hm/Ie]§-dβ/β =仇
(27 .2) 

图 4(α)和 (b)分别画出在均匀展宽和非均匀

展宽时，腔内 Z =Z2 处3 向右传播的光强相对

值与单程增益 Go 的关系。 从图可见二者差

别很大，这是因有效饱和参量变化引起的。如

果将光强换成功率，取均匀强度分布的光束

面积为 πdp 则:

.203. 



(a) 均匀展宽情况

1... /1. 

3.5 

2.5 

2 

• 0.51 

a 

(b) 非均匀展宽情况

图 4 I~i//I. 与 Go 的关系
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(a) 均匀展宽情况 (b) 非均匀展宽情况

图 5 TEMoo 模的振荡功率与面积等于 π叶的均匀强度分布的
光束的振荡功率之比和总增益的关系

p叫
一
p叫

剧) f: e -2(士~π俨命
1}tr~ 钩(2) '3古ú)õ

I &Ò(2) 
2I1tc~) 。

图 5(α)和 (b)分别给出不同情况下 TEMoo

模与按均匀分布算得的振荡功率之比和总增

益的关系。由图可见:总增益越高，在计算振

荡功率时用均句光强分布代替高斯强度分布

的近似性也就越差。

最后附带说明的是:在速率方程中增益

和损失用矩阵元来代替在直观上也是容易理

解的。因为根据测不准原理p 对一确定模式

(量子态)的一个光子必然占据一定的空间，

在空间各点以一寇的几率出现(表现为一寇

.204. 

的光强分布)，因此在讨论该光子传播中的损

失或增益时，必须对空间各点的损失或增益

进行权重平均一一即以矩阵元形式出现。

上述方程也可用来讨论横模竞争及优势

模(选模)等问题。
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