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梯度周期场自由电子激光器
‘ 、

张大可 雷仕湛 陈建文\

(中国科学院上海尤机所) • 

提要本文在单电子模型的基础上逐阶求解相对论电子的洛伦兹方程和能量方

程p 得到了梯度周期场自由电子激光器的增益表达式。计算表明当周期磁场的振幅

沿 z 方向变化时 3 增益可获得提高。

Free-electron laser with g.:adient magnetic fíeld 

4 ‘ 
Zhα.ngDαke， Lei Shizhαn， Che仰 Jiα何ωen

(Shanghai Institnte of Optics and Fina Mechanics, Academia Sinica) 

Abstract: 1n tbis articlè, Lorentz equation and energy equation for the relativistic electrons 

are solved order by order on the basis of the single-electron model. The gain expression for frec

electron rasers with gradient magnetic field is obtained. The result show that when the amplitude 

()f the periodic magnetic field varies along z E!irection, the gain is expected to be increased. 

一引

自 1976 年第一台自由电子激光器问世

以来，对于这一类型器件的研究p 已经引起了

普遍的重视。从理论预言来说，自由电子激

光器的能量转换效率可以高达 50%。但目前

实际得到的效率却远没有达到这一水准。因

此p 如何提高自由电子激光器的能量转换效一

率p 已经成为现阶段研究讨论最多的课题之

一p 曾为此提出了不少设计方案p 如采用储存 ，

环(1] 或者电子收集器阻，采用振幅沿横向作

梯度变化的周期磁场(3]以及采用空间周期

沿电子传播方向可变的摆动器(4J 等。我们认

为，如果周期静磁场的振幅不是常数p而是沿

着电子束传播方向作线性变化的话p 就可以 }
更加有效地实现电子束在空间的聚束，从而

提高激光器的能量转换效率。本文应用逐阶

近似的方法，计算了梯度周期场自由电子激

光器的增益，并将计算结果同周期场振幅恒

定的情况进行了比较。

二、基本分析

以下我们将根据单电子模型建立相对论

电子的动力学方程和能量方程，并对这些方

程逐阶求解3 最后将所得的结果按照电子进
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入磁场的初始位相求取平均，以获得电子束

与辐射场相互作用的整体效应。

设梯度周期场为:

Bm=Bm(z) {ê., cos koz十 êllsin koz} 
(1) 

式中击。=2π/'Ao，而 h 是周期场的空间周期，

Bm(z)是周期场的振幅，可以表示为 z 的缓变

函数:'
Bm(z) =Bo(1+sz) (2) 

其中 Bo 是一个常量，而 s 为可变参数。

我们假设沿 z 方向传播的辐射场是圆偏

振的3 其频率为 ω盯亦即:

Er= Eo{ê.， ∞时，一乌 sinι} (3) 

Br=号 (ιsinι吟叫r} ω 
式中:ι;s krz一ω>rt+cþ

元，三ωr/C. (5) 

而 φ 是初位相 Eo ß!tl是辐射场电矢量的振

幅。我们设 Eo 是一个小量，以致辐射场同相

对论电子的相互作用，可以作为微扰来处理。

单电子的相对论洛伦兹方程和能量方程

分别为:

舌 γv=-J若{E+ vB} 份

Jiγ=-立~vE (7) 
α• mc-

式中 E=Er， B三B"，+Br。将E和 B 的表

达式 (1) 、 (4) 和 (5)代入方程(6) ，积分得z

7V.， =~生 s时，一剧乒坠∞skoz
。>r仰~ ~om 

十立旦旦土 sin koz十常数
kom ko 

γVII =业旦旦∞sι一国乒(Z) sinkoz 
'自>rm ~om 

(8) 

一」豆豆立三-cω koz十常数 (9) 
ko悦 ko

以及:

leIBm(z) 万 γ(1一β扑出肃立{γv.， sinkoz

一γ%∞skoz} (10) 

对于比较强的静磁场 OBo>>Eo， 且 ω♂
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》ω严，同时考虑到 s/ko = s'Ao/2π<<1J 即有z

舌 γ(叫归。(且〉

γ(1一βz) = 常数 (12) 

根据方程 (7) 、 (8)、。)和 (12)式可以计

算在无微扰(E=O， B= Bm)时，电子的运动

轨迹和能量分别为:

归国各(Z) sin(koz.+{}o) (13) 
γsIGõ刑

v.幻一旦验i ∞s(koz. + (}o) (叫
γ.IGõm 

Z.= Zo十ut (15) 

γ=γ (16) 

式中的任意常数 zo 和 {}o} 分别是相对论电子

的初始纵向坐标和位相，而悦和 γa 分别为其

初始速度和能量。上式表明，在无微扰条件
下，相对论电子将沿 g 方向回旋前进，其回

旋频率为 β~Wo(β2EU/吟，而回旋半径 If'o=

leIBm(z)/γm砾，将沿 z 向变化。

考虑到辐射场的微扰作用p 相对论电子

的轨迹和能量分别可以表示为:

r= r.+ar1十δr2 十...

γ (t) = γ.+δγ1+ aγ2十…
(17) 

其中 δ们=(δX1) a'!J1} az1) 和 δγ1 都是正比于

Eo 的一阶小量，并且在 t=O 时均取为苓。

将上述轨迹和能量的展开表达茸代入方

程 (7)式，得到:

」ι 机="-业l~年!!... E.，+兰兰!!...EJdt -，品价W~ l át α7í - J 

U 一卫生旦旦 (1+跳)∞s(L1ωt +Ô)
wo 

(18) 

其中 ， DE = lelEol'ls响c "，O.6 X 103 Eo/?'s 9-
1, 

而 Eo 以 V/m 为单位 Do= lelBo/γsm~ 

1.8 x 107Bo/ ?'. 9-1， 而 Bo 以 G9 为单位。

Aω=β:ω。一ωr(1一 β~) (19) 
。=(kr十ko)Zo+{}o+φ

(7)式表明辐射场对相对论电子所做的

功正比于 v.E" 而速度矢量和电矢茸的相对
方向决定了能量转移的方向。显然， v.E， 保
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持为正值的时间越长，能量转换效率也就越

高。我们已经求得相对论电子的回旋频率

为 β知。，而在电子为静止的坐标系中，由

于多普勒效应，辐射场的频率将改变成为

ωr(l 一β匀，因此，由 (19) 式所定义的参量

Aω，实际上表征了电子与辐射场偏离共振的

程度3 可以视为是共振参量。

将方程(18)式对时间积分，即可求得一

阶微扰能量 δγ1 为z

δγ1= 一结合{血(ω+θ~ -sinO} 

J程安旦{LIωt si叫+θ) • 

+∞s(LIωt+的一CO目的 (20) 

(20)式给出了单个相对论自由电子在与

辐射场的相互作用过程中，在一阶近似条件

下的能量变化。为了求得电子束作为一个整

体的宏观效应，就必须对每个电子的初始纵

向位相仿，+元。)Zo和横向位相 00 求取平均。
实际上，对于这二者的平均效果是完全一样

的。 因此，我们认为< >=去 f:
or

(间，其
中< >代表对初位相的平均值。按此，有z

AU -AV JU 

γ
 

。
。

p
l

川
下

1-hm 

〉
如
饥
微

-

A
V
级在

(21) 

γVz= (γ川γ1)丢 (x.刊的)

幻 (γ'.+δγ1〉 ims+γsisg1dt -. ' /. dt 

然后根据方程(8)式，求得:

d ~ Q ., 
dtδvzf sh(队一ω，叫)

-会 SOZ1 COS ko马

+孚 (l+sz.)k队sink，仇
Ii'。

斗。'0 S _,__ 7. 

ko To '"山川的 (22) 

伺理3 求得:

d ~. Q一万δYFf ∞s (k，z.一ω，叫)

-izsδ山队

-35(1十跳汗。ω目切
η s 
-~ 一牛L c∞删o创sk仰以伪(倒2绍均3功) 

ko 元。

另外，根据方程(10)式，考虑到 cBo>>Eol

ωõ1>>ω-1 以及 δγ1<<衍，即有z

舌 γ(1一β.)

问( 1 eJ Bo \2 S 
~，二'一

… 飞元。例 /γc

出/羊l主\2_S_ (1-主旦飞
…\仇m J CYa γγ• J 

(24a) 

又.

d γ(1一 β.)
dt 

幻丢 (γ川γ。 (1一β:一号码)

=(1-miδγ1-~~ 执dt - I ~ c dt 

(24b) 

将(24时代入(24吟，有z

i 瓦=三(1二ELJLh-22E
dt --~γ dt -/...问

= c(l一β~)δ 05stdt OZl 一一手7一 γl- ---rvγ (240) 

(240)式右边的第二项为非共振项，故可以忽

略不计p 此时解得 δZ1 为z

。EOo(l一β。)
Z1 = - ko Llω~ 1-'.) {∞哩 θ

-cos(LIω#十的 -LIωtsinθ}

G0(1-βg) 
koLlω3 1-'.' gu{2[sin(LIωt+的

-s.面的 -LIωt [cos (Llwt+θ)+cos的}

(24d) 

上述结果表明3 在一阶近似条件下，相对

论电子与辐射场的相互作用并不导致能量的

转移3 而仅仅使得电子束形成空间聚束，然而

正是这种空间聚束，在二阶近似中产生了能

, 
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量的单向转移。

在二阶近似中3 我们令必= Zs + 8z1, 'Y = 

Ys+δ仇" Z =Zs+δZl 以及 γ=γs十8γ1十δγ2。

这样，辐射场电矢量的 m 和 g分量将分别表

示为:

飞

E"， = Eo∞s(元r(Zs+ δZl) 一ωrt+φ)

øEo{ωsç而-kr8z1 sin ç而}

E ,,= -Eosin(元r(z.+8z1) 一ωrt +φ)

ø -Eo{sinç而+ι8Z!∞sç.而} (25) 

式中:ι。=ç:I.=z.= 一ωr(l一β~)t+ιZo+φ。
于是有:

/ 48γ=一且主{4
出 2 饥♂ l dt -

-k.<5z1争创呻

-舌 δ归国而

-→k札执，

忽略舌 8句和舌 δ句U仇1 的表达式 (α(均

和(σ23功)式)中的非共振项3 同时将(24)式代入

(26)式，得到:

d ~ 'Y.Q ., f Qo 
古 δγ2幻气立1否?(1+吼声向归(.1ωt+的

+安队∞吧ω抖。)} (27) 

若设 8γ2=δγ~+δγ;3 即有:

JLM 
dt 

γ.QEQo (1 +sz.)k 
ω。 """/"'r 8z1 sin(LIωt+O) 

(28a) 
γ.Q~m(l一β。)Wr J 

2dAd z 什2(1一叫"。〈δγ~>=

、
、
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以及:

叩门门二 。
一-δγ2=442二 δ勾ω，s(.1ωt+θ)
dt ω。

(29a) 
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〈δγ~>

=一 γ802?3;4

一
β~)s~f(2一副例n .1ωt

主王WõLJW- L 

3su /3刷、
一一-一{一一一 +.1ωt }cos .1ωt 
Aω\Aω/ 

-t(l+子)} ‘
考虑到 sc<<ω盯即有:

〈372〉=〈δγ~>+<δγ~>ø<8γ~>

(29b.) 

‘ 三、增益方程

我们设在相对论电子与辐射场的整个相

互作用过程中能量是守恒的，也就是说除了

电子与场之间的能量交换之外，再也没有其

他形式的能量损失。这样，增益 G 可以定义

为z

G= 一〈Aγ〉刑c2ρeY , (30) 
EoEÕV 

其中 ， V 是相互作用区域的空间体积， p. 是电

子束的密度，分→母句EÕV 则是辐射场的初始

话量，而，<.1γ7=<γ一γ.>ø<δγ2> 。 根据这

定义式3 辐射光强的变化规律可以表示为z

l=lo exp(G) 。
根据方程(28)式，可以写出指数增益 G

的具体形式为:

G= 内 1 4号341-P~) ~2(1-ωAωt) 
三正。α)õ竹~-γ..LJW- L 

-.1ωt sin .1ωZ 

/~ . .. -3 sin .1ωt\l 
+sut {2+∞s .1wt一一J~

飞 LJWJi / J 

(31) 

在实际工作的器件中，相互作用长度 L

是一个常量。 在无微扰情况下，相对论电子

通过这一作用距离所需要的时间为 L/u， 由

于辐射场所引起的电子速度的偏移是一个小

量， 所以可以近似地认为 L/'I! 即为每个电子

通过 L所需的时间，为此，我们定义一个无

量纲参量勾:

勾=.1ωL/u (32) 



这样，总的增益即为:

创)=Go 卡 (1一∞时-7]sinη

式中 t

+sL(2+∞sη- 哼立)} -~3 
(33) 

, GO= 向 lel鸣叫1一β沪 (剖)
响8γ:C3ß~

如果令方程(33)式中的 s 等于零3 即得

到周期磁场的振幅为恒量时的增益 GO(勾)，

即:

GO(η)=G。但(1-∞IS 7])一句 sin 勾}jf
ηv 

(35) 

对于给定的相互作用距 L， 我们可以选

取适当的参数，如电子的初速度u=c间，或者

周期静磁场的空间周期问=2πcjω。等，来改

变 η，使得增益 G(η)为最大。

四、讨 论

在本文中，我们应用逐阶近似的方法求

解单电子的相对论动力学方程和能量方程，

并将计算结果按初始位相的统计权重进行平

均，获得了梯度周期场自由电子激光器的增

益表达式。我们看到，在一阶近似下，场与电

子束之间没有纯的能量交换。这是由于当电

子进入周期磁场之后，根据其初始位相的不

同p 或是被加速，即获得能量;或是被减速，即

失去能量，而其平均效果为零。周期磁场的

作用，仅仅是使电子束产生空间聚束，而正是

这种聚束，在二阶近似中产生了正的增益。

将(33)式和 (35)式加以比较，我们看到

周期静磁场的振幅沿相对论电子束的传播方

向递增的器件，其增益较磁场振幅恒定的情

况增加了一项: sL {2+∞sη-斗斗。其中
{ }内的项恒大于零。因此，只要适当地选

f 

10 

8 

6 

4 

z 

。

因 1 ← {2 ( 1 -C叫一ηS川

+忖叫叫d叫L(←2μω川+忖叫巳∞叫O
随句的变化曲线

.---… 
T/ 

(1、 2、 3、 4 分别对应于 sL=O、 0.1、王、 2 四种情况〉

取参数 s， 就可以使得自由电子激光器的增益

有一定程度的提高。 图 1 给出了当 sL= O、

0.1、 1 和 2 时， ç={2(1-∞sη) 一句 sin勾十

sL(2+∞S勾- 3sinη/勾)}随勾变化的曲线

它表明相对于振幅恒定的周期场p 梯度场

自由电子激光器的增益分别提高了1.7%

(sL =0.1) ， 17%(sL=1)以及 78% (sL=2) 。

当然， sL 也不能取得过大，否则将违背我们

' 前面所作的 Bm(z)是g的缓变函数这一假设以

及由此而来的近似条件，结果将使得整个计

算结果失效。根据方程(24) 和 (27)式 p 我们

认为梯度周期场结构的这种效应，是通过强

化对电子束的聚束来实现的。
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