
命 ~t在免
;在 11 卷第 9 期

光与二能级系统相互作用

孤立波方程的精确解

谭维翰顾敏

/ (中国科学院上海尤机所)

提要: 在光与二能级原子系统相互作用的基础上3 我们导出相互作用孤立波方

程组及其精确解，以及存在解的两个必要条件。

Exàct soIution to soIitary wave equations of light 

interacting with two-IeveI atomic systems 

Tan Weihan , Gu JJ1.ing 

(Shanghai Instituto of Optics and Fine Mechanics, .A.cademia Sinica) 

Abstract : On the basis of light interaction with two-level atomic system, we derive the 

interactio且 solitary wave equations, its solution and two necessary conditions for the existence of 

the solution. 

一、引

在光与原子相互作用理论中，二能级系

统的相互作用占有重要位置p 光在放大介质

中 (2刑十 1)π 脉冲(按面积定理

f sd叫2刑十以刑=OP L23 >

的形成，在吸收介质中自感透明、光子回波等

典型问题均与此有关。在这些研究中对二能

级相互作用方程的求解是作了很多近似处理

的，例如最常用的矢量模型就假定了 1/T1=

1/T2 ; 而作为如π 脉冲出现的判据一一面

积定理的证明p 则是假定了 1/T1、 1/巳→0。

虽然这些模型与判据己半定量地描述上述问
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题，但用于近年来出现的双稳态稳定性分析

以及由稳态向混沌态过渡的研究就显得很

不够3 需要寻求新的方法来解决这些问题。

Lamb[lJ 和 Haus[2J 等已将孤立波方法应用

于研究一般的二能级相互作用，但也作了

1/T1、 1/民→ O 的近似。本文主要求得了

1/凡手 0， 1/T2手。的情况下二能级相互作

用的孤立波方程的精确解，并导出孤立波存

在的两个必要条件。

二、光与二能级原子系统

相五作用的孤立波方程

参照文献 [3J 第二章 (9-3) 式，我们有z
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令z

(去十叫十γ叫α

=号[Ee-叫叫十(J.(JJb

(会+归õ+γò/2 )b 

=jf[E产叫十(J.(JJ

-些ζ豆豆-且过出 t
α V1 e " " 

iwt二~-~土豆旦且 t
b = V2 e- 2 2 

一 也W . 'LWn.-'/;正Ûh
io= 一一一十一」一一一丘，2' 2 

E=Ee-i(ω-叫t

并取旋波近似，使得:

(去+品+γ叫h=4fE心2

(1) 

(2) 

(去-ið+γò/2 )心2=i ~ E*V1 (3) 

同样由文献 [3J (9-10)式得出光波在媒质中

的传播方程:

/护 ， ....θ /'12 伊\
一…-一- "一.\ôt~ I -Y ， θt θa;2 J 

x (Ee-iwot+kz+ (J.(J) =知ω~P

采用振幅慢变及旋波近似，我们得:

(会+ 0去 + 问)E
=i2πω。rnopv山; 但)

对 (3) 、 (4)式作变数变换 8=ipE/h， 便得z

(去十而+γ冽心卢V2

(去 iÔ十γò/牛=一向 (5) 

(二三十O~+ 问)8
θ#θ必

= -2πωO'llOp2元-1吨。;

换变数 m= $3 7 =t-m/CPμ = 2πωonop2/h 

(会+ iÔ 十 γ冯心1 = 8V 2 

(去一面十γò/2 )V2 = 一山

(c￡+的)ε= 一μ咐:

(6) 

当 γ.. = γò = o 时 (6)式就是 Haus 得出的二

能级系统孤立波方程。

为了与文献 [4J符号一致，并使 (6) 具有

一般的形式，令 ε→飞 -f→q， t →必， 0→ι

便到:

(去十ið+γα/2 )心1 =问2

(去一品γò/2 )阳 = qV1

(去 +的)俨= 一 μ咐:

(7) 

令 V1 = φe 斗工ι气心2 中f严a， 8= 5 十
Jγb一γα
.. . ~----

4 

(去+吵=忡

(去一ω)←qrp (8) 

(去十均)俨 = 一 μ一呼~旷

光与二能级原子系统相互

作用孤立波方程的解

现写出 (8)式孤立波方程的解，将矿、 g

看成散射势p 伊3 中可表示为:

(伊6 M 1 = (1)
中eiõZ J \0; 一∞

I 0 l'\ ( rpë畸型飞
x l 伊i2ð仙一ω ~ ) \ ~~iÕY ) (9) 

(21: ) = ( 一~)
十寸[二〉∞Jd〈 q γ U } )X( Z仨口:工;斗) (10 

(9阶〉、(ο10的〉式分别为 8 的上半平面、下半平面解
析函数。 以 (9) 式为例，应用 (9) 式进行叠代，

令"川=(λ-U);)
R (a;) = [国 dyill口 ( 1 1'(ν) 1, I 仰) 1) 

则

.523. 



、
-
J

、

4
4

才
i

r
F
t、

飞
/
、

I
t
-
-
F
J

U10 
·-
，
，

F
F
t
l
t
飞
飞
、

/
忖γ

、
飞

l
l
I
-
J

伽

l
h

国

\
J
'
'

户
上

ω

，

M
H

十
几
旧
的

0
1

，
i
f

-
v
f
t
\
/
I
f
-
-

飞
飞

F
J
L
M
M
M

「


('iml 

二

句
句

-
U
J
丁

、
、
I
l
I
/

∞
∞

'

回
ζ
/
-=

z
z
z
-
"

，
-
牛

4
·
·
.
d
p

协
川
崎

p
e
ll
-
J
r
1
1
J

昏

-

N
V
W
+

×
。
川
川

M
N

I

、
/

g
g
l
d

，

F
I
t
-

、
广

，

邮
址
旧
「
|
|
」

时
阳
协
俨
/
飞

y
i
/
I
t
-
-飞

山
当

、
、
、E
h
t
t
'
'
'

10 f
'
I
l
-
-
飞
飞
、

-ellltJ 

、
、
/

g r
t飞
、

P R 
m"' 、

I
t
-
-

，

J

才

4
0
U

(12) 

当 R(+∞)<∞时，上式绝对收敛，同理可

证在 1mδ<0 时 (10)式绝对收敛。

参照文献 [4J ， (町、 (10)又可用逆散射

方法求解:

(:) = (~) = \ 0 ) ei叫[国内阳叫Y (13) 

( ~ ) = (-~) 一) = 一 1) e;仿h占

(14) 

而列函数 g = l g1IJ= lf113 又满足积分
\ g2/ \ g2 / 

方程

(~)沙k忡贝附(怡$
+寸j二F(ωU川叫+坤νν')g仰队(怡队必叽川旷ω， y'ν4ρF丁)dy'妒=→g(仇叽川ωUω) (ο均5) 

(一:)F怡
+[二∞ 11(ωU问+y丁Y呗5仄(队必叽， yνρ，丁)句叮g(怡m叽， νω ) 

(16) 

g、 2 与俨、 g 的关系为(参见附录〉

俨 = -2g1 (必} x) q = 2g2 (叽也) (17) 

(15) 、(16)为关于孤立波的积分方程2 由

文献[町的分析2 得出存在孤立波有一定的条

件。 现假定存在一个孤立波(对存在 N 个孤

立波的讨论是类似的)则可取:

F(x) = d(t)e- i'''' 

11(x) =画。)itz:
(18) 
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函数 d(t) 、 d(t) 需要由 (8) 的第 3 个方程来确

定。将(18)代入 (1町、 (16) 式得:

d(t) J二 6训+的g2(侈， 的dy'

=g2(X, y) 

的) [川忖)

+[∞ e-i'川巾， y')dy'] 
=gl(X} y) 

d(t) [- ei'("+ω 

十j二 efè川g2(时) dy'] 

=g2( 必叽， yω) (19) 

d(t讨〉才[二田 é'α川
=g且1(岱叽， y) 

解联立方程(19)式的第 1、 3 式

g2(X, y) = 瓦d飞豆2(X， y) = he-i
, ,, 

d(t) 豆ζ兰兰=h (20) 
一 i (~ 一己ο) 

d(t吵) I 一e-→.斗巾6
L 一4仅一 Lυ)J

解得 h= -d(t)ei'''/D, 
h = d(t)d(t) e- t<(-()x+ië" /i(己 -DD

D=1+d(t)d(t)e-i2 (←归 (21)
(己 -0 2 、

q = 2hei'x 

同样解联立方程(19)式的第 2， 4 式

gl(X, y) = ke巾3 豆1 ( X) y) = ke -i，ν 

d(t) I e-iëx+k ~兰兰乙 I =k (22) 
L ~ -i亿 -O J

o-i((-()x 一

\d(t)k~一一一一 = k
←i(~-O 

解得 k = d(t)e-们/D

k = d(t) d (t) e-i(( - ë)x-i' ''' (23) 
-i(己 - OD

俨 = -2ke- w, 

由 (13) 、 (20) '" (23) 得



伊俨=严+[二∞ 仇帅(岱叽， ry)e-‘ ω 
l.ni{σë-δ):t ‘ 

十二"一7" ... (24) 
i(' -0) 

叫:∞如何， ry)e-i何

d(t)矿山-ð):t

i('一 δ)D
为保证积分方程(19)收敛，应取

(25) 

己=~十 4η/2， ~ =~ -iT)/2， 勾>0 (26) 

这里应指出上面(20) 、 (22) 、 (24) 、 (25)

式的推导均用了 (26) 式。

又考虑到'1' =8， q=-8气有

d(t) = -d* (t) 

由 (21) 、 (23) 、 (26) 、 (27)得

D= l十业单丘户S
η" 

卢守υ白

户←一斗2 等芋2 e严-i2咄$但叫2χE

由 (σ24功)、 (25)得

忡传 _ id(t) 1 
一一D ,-0* 

/ ];.niCx 、

(27) 

(28) 

(29) 

x (l十一工工一:- }e-i2':t材(ð"-ð) :t (30) 
\ i(己一 δ) I 

先按 HausE2l 的简化求解叭。

当￠→一∞， D • 1, φ→ e-ið:t 

ψ旷→创(t) e-i~':t+附-加/ (己 -0*) (31) 

r • -2d(t)e-i2' :t 

q→ 2矿 (t)俨(X

将 (31)式代入 (8) 的第 (3) 式，并令

0; =且F立， δ = δ，+主主 (但)
/θ\ iμd(t) 

2( 一+川的)…
\加 j _'V/ g 一 δ，+i(勾十 0，) /2

d (t) = d (O)e- (的「μ/臼{←ω忖〈句忖，)l)t

= ηe 句估计ß.t+ω， t)

ηβo = v‘一μ(η+δ心
严 4(g-0γ)2十 (η十 δ;)2

- ..μ1 
'‘一 η+δ1十X♀

ρ2(~ -0,) 
句的=一μ 一一一一气了一? 百

1""'" r- 4 (g一 δ，) 2+ (η+0，)2 

μX 

(η+(1) (1+X2
) 

x=主豆二主L
η+01 

(33) 

将 (33) 中 d(t)代入 D 及旷的表达式(28) 、

(29) 中

D= 2e句 (x-x.-ß.t) cosh T) (!V一句一βot)
(34) 

r = 一句6-s(2fz+m~eoh勾 (!V -!vo一βot)

应注意到对于 !V~一∞的情形，由于 D 与 t

有关， (34)式并不满足 (8) 的第 3 式，因而不

是 (8) 的精确解。现进一步求 d(t) 的精确解p

不用 Hau日简化，由 (23) 、 (21) 、 (27) 、 (24)

得

ψ=r1+立与1一王ìl产
L-' ~-o \ DjJ 

=[1十 5一δ， -ZL+84) /2(1一去)]e-iÔX 

(35) 

由 (3町、 (25) 式得出 ψ旷中 1/D2 与 l/D 的

系数比为:

(5一&-72十 0;) /2 ) 
ρ .. / ..: "'" \ 

(1+ 叫 ) (36) 
飞 (g一 0，) - i(η +0.) /2 j 

又由 (34)得

号=叩o(D-1) 阴
由 (29)式得

/θ I ..\..~(θ_1- ... .\ d (t ) ,__ -r- u . .…一十 'J' •一

飞归 " ‘ j' -- \ ôt ' V'j D 

z豆豆「主且豆豆牛 "-lE旦1
])- '. ôt. 门 D ôt J 

d (t)r 
一二万一|一勾(βo+iβ1) +v, 

斗仰。(1一去)J 、 (38) 

故(去十分俨中 1/D2 与W 的系数比为:

ρ2勾β。 (39)
一η(β。十 4β1) 十民十 2ηβ。

令 ρ= ρ' 便得:

的 0;
ηβ。 ηP

ξ!.. =巧-Or) /勾 (40)
庐.10
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由 (33) 、 (40) 消去 β。、 β1，得:

μ =V;(叫哩〉吗0;)二 (41) 

注意到 (26) 及 (32)

η>0， δ=工ι2!!...=王一〉
，~， --2-- - '1'2 ---

故 (41)式也可写为

μ》均与0;)二问0; =去 (42) 

本文导，出 R(∞)<∞及 (42)式作为孤立波

存在的必要条件p 前者是关于光强的;后者是

关于粒子数浓度的。当然它们不是充分条件，

但与引言中提到的面积定理结合在一起p 有

可能就是孤立波存在的充要条件3 但有待于

进一步证明。当这些条件得到满足后，电振动

振l阳将以孤立 (34)式的形式在介质内传输。

(34)式是一个孤立波的解析解，对于 71， ( > 1)

个孤立波情形讨论是类似的，只需将 (18) 、

(20) 、 (22)式推广为2

F (ωx) = 星 dj沃(旷4 气 F( 必功)=星 ιω(tωt均)沪

(43) 

g2 (归x， Vω) =z 瓦

g且仰4巾(怡x， 价E E户, g1(X, v) = 主 k j e-;(' lI 

其他均可类似地进行。
(44) 

ßf1 录

i. 由 (9)式

• ‘·咽-阳... 
(上接第 531 页)

结果可见:适当提高气流温度，适当增加 H2
的含量和适当减少束流速度， 对提高激光功

率有利。但这些仅是从极有限的计算数据中
得到的p 实际结论尚需系统计算(系统变化各

种初始条件例如温度、压力、浓度、流速等〉。
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ψ6山=J二俨z-y)伊叫ν

由 (13)式

= J二旷叶y) [叶二，ψe叫y'Jdν
1 . ~ / 1 、

=一-g+0 (-一 (A1)
21'占 \ò" J 

中=去ω队 x)产+O(去)ω2)
比较(A1) 、 (A2)得:

q=2g2 (凯 x) (A3) 
泣.由 (10)式

手产=J二川"'-1I)îjje-i

X[-l十几 qîjj川句'J句

E云;忡。(去) (A4) 

由 (14)式

手=去 Vl(X， X)eið"+O(去) (A5) 

比较(A4) 、 (A5)得:

1'=-2豆l(X， x) (A6) 

lll. 将g→ -L， 豆→ -L， F • G, F • - (J., 
(13)~(16)式便过i涯到文献[4J 中的 (4.36) 、 (4.37) 、

(4. 39a) 、 (4.39b)~者式。
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