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统一表述谐振腔共振条件的一个公式

邓锡铭 陈泽尊

(中国科学院上海尤机所)

提要: 引用流体模型方法[1) 导出了光学谐振腔的谐振频率 的统一表达式 z

JI = 5: 一一王一一 。 并用几个实例进行了验证。2Lo (l -Ea) 二

A unified expression for oscillation frequency 

of optical resonance cavities 

Deng Ximing) Cheη Zezun 

(Sb anghai Institute of Optics and Fine Mechanics, Academia Siniω) 

Abstract : Using the hydrodynamic model wo have derived a unified expression for 

oscilJation frequency of an optica l cavity . It is as foUows: 

ν~~ 1 一一二2Lo (1 - .bJa) , 

and it has been tested with several examples. 

在文献 [lJ 中 2 我们建立了一个描写光束

传输的流体模型。本文企图运用流体模型方

法2 统一表述一个光学谐振腔的共振条件。讨

论的范围先限于稳定开放腔3 并且腔长远大

于共振波长2 即谐振模满足傍轴条件。但导

出的结果也适用于波导封闭腔。

在流体模型中，我们已定义了一个场流

体的速度(以下称为能速度)vc:

vc=cVL (1) 

c 是先速， L 是稳态传输光束 φ=cþoe灿的准

程函。

一个场流体横截面p 按能速度 Vc 沿着光
束的衍射光线向前流动，它的惯心的能速度

Y。等于z

v斗 φ加oea cls (2) 

这里) cþõ 满足归一化条件2 即 j 拼命 =1 0 e3 

是沿传输轴线的单位矢量。原应沿流体的等

时间曲面取积分3但对于傍轴光束p 如忽略高

阶小量2 积分可沿相应的横截面(平面)进行。

结果得:

Vo = 、/τ - .Eo c (3) 

Eo 是在 φ3 归一化条件下的内能，对于傍轴
光束[1)
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Eo寸 j仰o)llds+ f 4>õB2出 任) :. Vll斗锅。一步誓旦一护)dS

6 是衍射光线切线与传输轴的夹角3 扣子。

文献 [2J 巳证明:在真空中传输的傍轴光

束， Eo 是一个不变量。即流体等时间曲面的

惯性中心一直保持匀速运动。

现在再定义一个场流体的相速度 Vp :

ψ=-i- e (5) 
ρ I "1L I 

e 是沿 "1L 方向的单位矢量。

一个傍轴光束的等位相曲面p 按相速度
Vp 沿着光束的衍射光线向前运动3 自然保持
等位相曲面2 它的惯性中心的速度(以下称惯
心相速度)Vp 等于:

V严jφ5Vp .esds (6) 

原应沿等位相曲面取积分y 但在傍轴条件下，

如忽略高阶小量2 积分可沿相应的横截面(平

面〉进行。

从 (1) 、 (5) 式看出， Vc. Vp =02 。 但在一

般情况下， V O • Vp手 02 0 下面推导惯心能速度
VO 与惯心相速度 Vll 之间的关系。

因为: Cp -es=-i) ∞sB (7) 
I"1L I 

对于傍轴光束3 可近似写成:

M哺丁(1一护) (8) 

又考虑到准程函 L 与振幅如满足以下关
-;Ç a ) 
元J"<

(VL〉2=1+i.主坐立 (9) 
k2 φ。

对于傍轴光束

izf生<，<， 1
k2 φo

占

所以 2 准程函的梯度可近似写成:

I"1L I =1+古平生 (叫
~，‘'平'0

(10) 代回 (8) 并略去高阶小量得:

v; . es = c (l →步守)(1才付
~"， (1- 1 卫盗 1 β 飞
丁 2k2~ 玄

v

) 
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/~ . 1 T> 1\ = 0{ 1+ ~ E。一~ Et } (11) 
\2ν2γ 

这里， Eg, Et 分别代表场流体截丽的内禀盲目

量和横向能量(即相对于惯心的动能)口即J

Eo =Eg+Et α2} 

Eg=去 f ( "14>0) 2命;Et=→
j φ伊

考虑至到U，在傍轴条件下 Eo<<1， Eg<<l, (12 ), 
代入 (11)并忽略高阶小量3 可得到:

Vll = C (1一 ~ Eo ) (1 + E Il) 

=c莘莘 (均
把 (3)代入 (13) 式3 最后得到:

Vρp= 击击9 ( 叫

这就是惯心能速度与惯心相速度的关系 式。

由于流体截面的内禀能量量: Eg 随着截面传输

运动而变化3 因此3 与惯心能速度不同y 惯心

相速度 Vll 在传输过程中是变化的。

现在讨论谐振腔的共振条件。在一个腔

长远大于波长的开放稳定腔内3 谐振光束在

腔内米回传输，对应于波面惯心以惯心相速

度沿 MM' 连线来回运动(见图 1) 0 M、 M"

分别是腔两端等位相面的惯性中心[1)。 这样3
腔的共振条件就可表述为:波面惯心以相速

度 Vll 沿 MM' 走一个周期的时间 吼，必须

等于光振动周期的整数倍2 即:

凡=(手)q (盼

这里 q 是正整数 v 是光的频率。现着手汁

算时间 Tp 。 按以上表述的共振条件3

• O 

图 1

T fJ =2 一一
M Vp 

(16) 



这里 Z 轴为腔轴，应用 (14) 式得:

Tp =去 j;' 。-EMZ(口)
注意到 Eg是腔内谐振模截面的内票能量3 并

且满足对截面的归一化条件 j 销出吐。若
转换成对腔体的归一化，即:

j 仰川Íõ=l (18) 
腔肉
体租

N 是归一化因子。并用 Ea代表整个腔体内

谐振模的内果能量，则有:

E a= ~2 r N2(\14>0) fJ dτ(19) 
，而 J 腔内

体且

显然2 以下 EG 和 Eg 的关系式成立:
1 rJ[' 

E口=一=丰=一 I E n 出
MM' JM 

另外定义一个等效腔长 Lo，

(20) 

MM' 
L o= .L'V~ c (21) 

Lo 的物理意义是:用惯心能速度 Vo 从 M 走

到 M' 这段时间内以光速 c 走的距离，它有光

程的含意。这样， (21) 、 (20)式代回 (17) 式得:

' 一TIJ =瓮 (MM') (l-EG) 

2Ln 
=丁立 (l-Ea) (22) 

把 (15)代回 (22)式2 得到腔的共振频率和波

长分别等于:

vziL·-J二一 (23) 
2Lo (l-Ea) 

λ=27立 (l-EG) (24) 

这就是我们所追求的谐振腔共振条件的统一

表达式。通常表达式中的横模阶数已包含在

内去能量 EG 之中。在整个推导过程中，曾

多次采用了傍轴条件。因此，这个统一表达

式只适用于腔长》λ 的开放腔。但对于波导

封闭腔2 由于 \1L 处处与传输轴平行，在这种

情况下J 这个统一表达式仍旧适用。

下面举几个例子进行验证。

1.二维共焦腔

腔长为 L' 的一个对称共焦腔(见图 2) ，

谐振模的 φ。可表示为:

φ。=子 e平Hm(手)Hn(孚L)
(25) 

这里3αm 是归一化系数， H m, .Hn 是厄米多

项式3σ 是光束半径:

σ=寸~.j百在4Z2 σ0: 光腰半径
κιfO 

考虑到腔长 L' 与 σ。的关系式:
1 _. 1 _ n 

Zn = ;:: L' = ;:: k(J"~ u - 2 ~ - 2 'vvu 

图 2

(26) 

Z 

将 (25)代入 (12) ，考虑到(\1φ。) 的 Z 方

θφwθφ。 θ如
向分量一一与一一一一相比是高级小量，

θz θm 、 θV

可以忽略，并应用 (26) 式得:

Eo =~ (饥丁吃+1)
x;-σ5 

En=~ (啊!十气 ← 1)
κ"σ-

/…f-n-l咱 \λ1;~ =一(一工之二)=一寸(刑十叶1)
2\ 占2σÕ /吐.u

V o=(l - ~ E山=r1一(呐?712..l c
\ 三 / L X;-σõ -' 

而[1] MM， =r1一(刑十饨712..lL'
L κ-σ吕 J

所以 L'=Lo 

代回 (23) 式得:

11= _q乙\ 1+土.，(川+1) l 
2Lo L 佳L' , .. . . .• . -/ J 

因方括弧内第二项 <<1，如忽略 高 阶小

2L' 
量， q 乘第二项时可用二γ 取代 q。 这样3 最

后得出谐振频率:

lI =n~ ， l q+主 (刑十饲+1) 1 2L' L" . 2 ,... . .. . -/ J 

与通常得到的结果相一致。

2 . 二维非对称共焦腔

见图 3， L' = L~ + L 2 0 类似于前例的计
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算得z

这里

Ea= k~> (刑十n+1)φ

伊=叫告)+可l(告)
L'=Lo 

代回 (23)式得出谐振频率:

产二一/气
仁?丁:斗
v=去[1+zt7忻州1) φ]

=32巾寸(刑+叶1)伊]

若忽略高阶小量2 当 Ll =L2 =卡伊=乞
其结果与例 1 相同。

3. 波导封闭谐振腔

以矩形波导腔为例3 见图 40

X 

图 4

(腔体积为 ax bxd)

光束在波导腔内传输3 由对称性可断定，

被面为垂直于传输轴的平面。因此 VL 处处

平行于传输轴线3 即横向能量 Et=O， 所以

Eo= Eg 。 又因每个波面具有相同 的Eg， 故

有:
Ea=Eg=Eo 

考虑到披面是平面2 波面的惯性中心必落在

波面平面上3 故有 111111' = d， 引用 (21)式得z

L ,,= MM' ι 一牛二- d ~=一一一一→，"" =-----=一一一一一一一
υ Vo .j l - E o ,.JI-Eo 

代回 (23) 得到谐振频率:

v = ~C 1二二
2d ,.JI-Ea 
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或写成: (去Y +Eo=1 

披导腔内归一化的场分量 φ。可表示为

(取电分量或磁分量计算所得结果相同的):

其中2

φ0=丰干 ωωs (仿kιωdω勿功)归(仿kι切νdν
、vαO

k 刑罚

α 

k = 饨π
ν b 

:. Eo=Eg = ;2 f仰。问
A r ra rb 

z放到10jok:"(kzm)

x s:in2 (k，/y)伽句

+ f: f:均创2 (k .,x) 00S
2 (k,/y ) dx dy 1 

= };~ (k; + 均)=(号r 十(ft)2
由此得:

(且y +(坐飞2+{叫 =1
2α/ . \ 2b / \ 2d / 

jj!P: ν…=叮c[(去Y +叫(去r +(才击专)川2丁y/
与通常结果一致。

通过上述几例验证了腔谐振频率 (波长)

统一表述式的正确性。存在这样一个表达式

本身是有意义的2 它把腔的谐振频率同某种

能量联系起来了3 用能量来描述在许多场合

下会是方便的。纯粹从形式上看2 从归一化

总能量中扣除掉内禀能量，相当于腔长变短

了。就是说，只要给出了腔体内的内禀能量

Ea， 就可以把一结构复杂的腔简化(等效)为

一个 F-P 干涉仪。这种方法可用于一些不

规则腔的谐振频率的分析。

最后指出2 这种概括的统一表述方法有

助于对腔的一些整体特性的分析。例如3 谐

振光束在腔内的柬宽对谐振频率的关系。 这

对分析激光陀螺的拍频频率的修正是至关重

要的2 将另文讨论。

[1] 

[ 2 J 
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