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用全息干涉术的时间平均法测

叶片的振动位移和应力

于乃句

(西安交通大学)

强士义

(西北纺织工学院〉

提要:本文推导了用时间平均法测二维振动位移和应力的计算公 式 3 结合有限

单元法对某叶片一阶弯曲振动进行了计算J 并将位移的计算结果与用涡流传感器直

接测量的结果进行了比较。 获得了用肉眼能清晰分辨的条纹级数多达 40 级 的全息

象p 从而把振幅测量范围从 3λ 扩大到 10λ 以上。

Measurement of vibrational displacement and stress of a 

blade by time-average holographic interferometry 

y ", Naixun 

(Xi'an Jiaotong University) 

Qiαng Shiyi 
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Abstract: In this paper, the computative formulae used to measure 2- D vibrational displaoe

ment and stress in the time--averaged method arederived. Bycombining the fìnite element method: 

the computation for the fìrst-order bending vibration of a blade has been made, and the computable 

displacement is compared with that measured directly byan eddying sensor. Holograms with as 

many as forty orders of fringes can be clearly observed, thus expanding the measurable scope of 

am pli tude from 3λto 10λ. 

-、引
-E 

时就难以分辨P二因而振幅测量范围"不超过

8λ"。 我们在实验技术方面采取了一些有效

措施，成功地同时拍摄了两张时间平均全息

图，在全息像上可分辨的干涉条纹多达 40

级2 把振测幅量范围扩大到 10λ 以上。

到目前为止的全息测振工作3 绝大多数

仍限于定性分析和一维振幅的定量计算[1_3)

而对二维振动位移和应力的定量分析3 国外

尚未见报导3 国内也还处于开始研究阶段ω。

时间平均法设备简单，操作方便，是全息测振

的常用方法，但不少文献口， 5， 63 认为"条纹反

差随着振幅的增加而急剧减小" "超过 20 级

二、理论与计算公式

将压气机叶片之类的部叶片视作根部固

收稿日期 1982 年 5 月 20 日.
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定，顶端自由的变厚度薄壳结构3 采用三角形

黯板单元。

在固定叶片的空间取定一个整体坐标系

0 ' a;' y' z'， 使 y' 轴坚直向上(图 1) ， z' 轴与叶

面法线方向尽量靠近并指向读者， a;' , y' , z' 
三坐标轴成右手系。 设叶片中面方程为 z~=

!o C必飞 的 p 点 (w' ， 的为a;' y' 平面上的某一区

域。 然后按图 1 所示的方法划分单元并对节

点进行整体编号。 对各种单元来说3 其局部

坐标系 O a; yz 的原点 O 均选在单元形心处，

坐标系按图 2 所示方法加以确定， cxyz 亦成

右手系。 单元三顶点 i， j， 刑均在叶片中面

上p 称作中面节点，与之对应的位于叶片表面

的节点称作表面节点。 i， j ， 例沿逆钟向排列。

图 l

刑 g
.1 

国 2
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若叶片表面节点都作微幅谐振动，且根

部固定2 可近似地认为节点的位移都在 cx' z' 

平面内。 按图 3 的布置，采用时间平均法p 用

H1 和 H2 两块干板同时沿不同方向j 拍摄振

动物体的全息图，然后用原参考光加以波前

再现p 并通过全息图 H1 和 H2观察再现像上
同一点的条纹级数，就可以计算出各表面节

点的振幅和振动方向角p 进而求出各表面节

点和中面节点的广义位移，最后用有限单元

法算出振动应力。

图 3

1.表面节点位移的计算公式

按照时间平均法理论叭再现像上任一

点的光场强度 I 为

I =IoJÕ (φ) (1) 

其中 Io 是静止物体的再现像上该点处的光

场强度， Jo 为第一类零阶贝塞尔函数， 4>是

物点从平衡位置移动到某一最大位移处时在

观察点引起的光波位相差。 Jõ (φ) 的前 42个

零点的值见表 1。 由条纹级数就可求出￠的

值。

若用 A 表示对应于￠的光程差，则

φz号~ LI (2) 

用 A1 和 A2 表示两个观察点， 0 表示光

源 (图 4) ，考虑叶面上一点，设其平衡位置是

P， 振幅为 A=PP'， P 和 P' 在过 C 的水平

面上的投影为 Q和 Q'， 在过 A 和岛的水平

面上的投影分别为 Ql、 Qi 和 Q2、也。 过 Q、 Ql

和 Q2 分别作 Q~、 Ql~l和 Q2~2 平行于侈' 轴，



表 1 函数 JõC利 的零点

零点号 饵 1 2 3 4 

φ 2.41 5.52 8.65 11.79 

，也 工。 11 12 13 

￠ 30 . 63 33. 78 36 .92 40.06 

n 19 20 21 22 

￠ 58 .91 62.05 65 .19 68 . 33 

n 28 29 30 31 

φ 90.32 93 .46 96 . 61 

n 38 39 40 

φ 115 .45 118.60 121. 74 124. 88 

图 4

作 Q 'T)， Q1 η1、 Q2 r;ll 平行于 '1.' 轴3 令

α= ζi; QQ'J 0 = ζQOPJ (}= ζi; QOJ 

0，=ζQ， Âj PJ γi= ζi;， Qj Â, (i=lJ 2) 

αJ γJ (} JI民钟向为正。 由图 4 看出3 物点从 P

运动到 P' 时3 在 Â1 处引起的光程差 A 为

Lh= (OP+PÂ1) 一 (OP'+P'Â1)

设 P' 在 OP 和 Â1P 上的投影分别为 R 和

R1J 由于 PP' 很小3 故有

L11=RP+R1P 

P' 在 OP 和 Â1P 上的投影可分两步求出z

首先过 P' 分别作平面 OPQ 和 Â1 PQ1 的垂

线3 垂足分别为 S 和 SlJ 则 S 和 Sl 分别在

OP 和 Â1P 上的投影为 R 和 Rd图功，于

5 6 7 9 

14.93 18.07 21. 21 27 .49 

14 15 16 17 18 

43 .20 46 . 34 49.48 52 . 62 55 .77 

23 24 25 26 注7

7l.47 74.61 77 .76 80. 90 84.04 

32 33 34 35 36 

99.75 102 .89 106.03 109.17 ] ] 2. 31 

41 42 

128.02 13l.16 

是2 RP=SP ∞S oJ 

R1P=SlP∞SOlJ 

但 SP=ÂCOS(。一时 ，

SlP =ÂCOS(γ1一功，

故 L11 = Â[cosδCOS ((} 一 α)

+∞SOl∞S (γ1 一α汀 ，

同理 L12 = Â[COSO∞S ((} 一 α)

+∞S02∞s (γ2一 α汀 ，

令 K= c佣 (} ， K，=∞SOj (i =l， 2) ， 并利用 (2)

式2 可解出振动方位角 α 和振幅 A 为

α=arctg x 

{[(φ3一如)Kcos(}+φlK2∞sγ2一φllK1∞sγ1J!

[(白一cþ1)K sin (}+如K1sinγ1-φ1K2 Sinγ2]}

(3) 

P 

图 5
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A=土×
L.~ 

们在+白) / [(2K cosO+K~cosy~ 

十Kscωγll)∞sα+(2Ksinθ+K1 sinγ1

+ K2 sinYll)sinα]) (4) 

若用 u' 和切'表示物点沿侈'和 '1.' 方向的位移

分量，则

u'=Á ∞sα 

仰'=Ásinα
(5) 

由于在 (3)式中 α 取主值，所以 0<α<风从

而 d 取非负值，但这并不总符合事实。对于

节线在根部的一阶弯曲振动3 确有 w'~OJ 但

对于其他振型，由于节线两旁节点的振动位

相刚好相反，所以 (5)式需要修正。以节线为

界，把整个叶面划分为若干区域3 再把这些区

域归为两类，使得任一节线两边的区域属于

不同的类别。把含节点较多的一类区域称作

零类区，另一类称作 1 类区，这样p 同类区域

内各节点的振动位相就是相同的。用 z 表示

节点的区域类别，则叶片位移最大时各节点

的位移分布为

u'= (-l) IAcos α 

ω'=(-l) IAsin α 

由于从不同方向观察到同一节线的位置不

同，在确定区域类别时，应以视线平行于 '1.' 轴

的观察结果为准。

2. 表面节点广义位移的计算

节点的广义位移系指节点位移在局部坐

标系中的分量叭叭 切和叶面绕 m 轴和 γ 轴

的转角 0"， 和仇。 设一中面单元的顶点 4 的

整体坐标和局部坐标分别表示为例， ~， ~) 

和 (向J '111, '1..)， 余类推。局部坐标原点 O的整

体坐标为

(6) 
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局部坐标轴的方向由它们在整体坐标系中的

九个方向余弦所确定，这些方向余弦组成矩

阵 A:

「λ11λ~2λ~3l

A=I λ111λSll Å.1I3 I 
Lλ31λ3!1 λ33J 

A 是正交矩阵，故 A-~=AT， 其元素可用单元

三顶点的整体坐标表达出来。

由整体坐标到局部坐标的坐标变换为

1:|l:|i:1 r=A ~y' r+~Yo'r 

(8) 

(9) 

其中州等是整体坐标原点。'的局部坐标.

由局部坐标到整体坐标的坐标变换为

F}~A'EH: r=AT ~ 21 r+~Y~ r (ο10创) 

其中 4 等是局部坐标原点的整体坐标。

表面节点在局部坐标系中的位移分量

叭叭切可用 u'、旬'、 w' 表示如下
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由上式可求出 15 个广义位移中的 9 个。在

局部坐标系中，转角的表达式为(注意，整体

坐标系中无比关系)

θw or--， Og=-1巳 (12)
θ'21 ， ν 

设叶面的方程为

'1.'=f (w飞 的 (工3)

则叶面上任一点 P 的位置由岱 γF 所确定，

其位移分量可表示成 a;'， 21' 的二元函数:

u' =u'(a;气的

旬 旬I (x' ~的

切'=w' (矶的

(14) 

考虑叶片的某一单元及其邻近处，用局部坐

标表示的叶面方程为

'1. =g(您， ν) (15) 

位移分量 u， 旬， ω 是 w， 21 的二元函数:



u=u(ø} y) 

v= 也 (ø) y) 

ω1切(ø) y) 

把 (15)式代入 (10)式可得

ø'=λ11 Ø+λ21Y+λ319侈， ω+ø~

y: = λ12 必十λ22Y+λ329饥V)+Yo

(16) 

(17) 

通过 (11) 、 (14) 、 (17) 等式 w 是 ø} y 的函

数。 于是有

θω ôω 缸加鱼L
θmθø'θ匀 'θy' θm

θω=θωθ'x' ↓ θ饥J θy'
ôy ôx' Ôy . ôy' ôy 

由 (17)式得

(18) 

主主 λ11+A刑三旦生Lb14212旦
θ侈品..&. • '.ù..&.θx} θy ".~" 'ü~ ôy 

鱼Lzb计λm旦旦.主ιzλ吨+λ凹旦旦
θX '-.J.~' -'0;)'" Ôa:; 1 θ'y • '.-'1 • - '0'" θg 

由 (11)式得

11=λ3144324+λ284 
OX OX' OX' OX' 

(19) 

钞'θw' (20) 
旦旦 =A~1 一'::::"""+A!l2 一→+λm 一一
θy' "ü半句. "ü~ ôy' 四句'

将 (19) 和 (20)式代入 (18)式可得

/θo\/θu' 
{}"， =Iλ1+λ31工兰 )(λ31 一-Z\" 。占 ôy J \ü~ ôx' 

θ旬'θ切'\
+λ32 气~+λ33 -:..~， J 

OX' OX I 

/θα\/ 仇t'
+(均+λ32 号;L)( λ3~~

\ oy / \ oY' 

+λ32 去，+λ33 者)

仇=一 (λ川31 ~~)(λ31 去二

十λ32条+λ33 多)
/侃侃 θ。\人仇t'

-飞扎12 "'Ï儿32 ô;;} \ "'31 ôy' 

+λ32者+λ33号)

(21) 

θu' θw' "'-' 
其中 2 各 λ 可由节点坐标求出"一，一一等

3θX' } θy ' 可

可由 ur，仰'求出。下面来求旦旦和 24。 由 (9)
θX ' " Ô也

式和 (13)式得

z= λ31 X'+λ32Y'+λ'3d (X') 梦') +zo' (22) 

之二=λ31 +A33孚乙，土Tzh2+hsf
OX OX OV OV 

(23) 

再利用复合函数微分法并利用 (19)式即得到

θ.q 
θX E 

A1h叫工1(仲λA31加8缸旷川1汁+A3均s#3各如乡纠)叫A32+训h沁3号劳和) 
仨叫[A31λ~叫缸(队~十λA33招s2磊二)+十hω2
θ.Q 
。ν

A21(川33多)+A22(川33者)
卜[λ31 (A31 +λ33 ~~，)十叫λ川33多)J

(24) 

利用 (21) 和 (24)式即可求出一个表面单元的

另外 6 个广义位移一一节点处的转角。

3. 中面节点广义位移的计算

设与表面节点 P对应的中面节点为 Q，

则 P 就在通过 Q 的中面法线上}PQ 即为该

处叶片厚度 t 之半。我们把单元看作是薄板2

其应力状态是平面应力和弯扭应力两种状态

的组合。根据弹性力学知识p 在部板变形过

程中法线始终保持为法线，所以

()., (Q) = ()., (P) }θv(Q) =仇 (P) (25) 

以下用足标?和 b 分别表示平面应力状态和

弯扭应力状态。 按照弹性力学的假设，薄板

在弯扭应力状态下:

a) 法线没有伸缩，因而

Wþσ)=问 (Q) 一去 (1-oos份 但的

其中恰是法线的转角，是一个微量，故上式中

的最后一项可略去，从而得

Wþ(Q) =Wþ(P) (27) 

b) 中面节点没有沿中面的位移，即

Ub(Q) =问 (Q) = 0 (28) 

c) 法线仍保持为法线2 故有

.265 、



问(P) = 吉() 1/，似bσ)= 一 ÷92(29)

辩板在平面应力状态下:

其中

a) 中面保持为中面，所以

叫 (Q) =0 (30) 

b) 法线保持为法线，故

Up(Q) =up(P) , vp(Q) =句 (P) (31) 

0) 叫 (P)

=-一~一「旦旦旦i牛旦旦旦21
2(工一 μ)L θX 句 」

θ UlI (P) _ 1 (^削 I ^ ,.. I_^ 川飞
一万Z一一言互 \-，"，' 'Uj -rl.i; 'u; -r咱 'Um)

(32) 

(33) 
θ 旬p(P) _ 1 
一二二- - 一一 (b尚+岛屿+bmu刑)

θ'11 2A 

llJ 为材料的泊桑比， A 为单元面积，队的等是

平面应力状态下节点的广义位移， b.、白等是

单元常数:

bj=Y;-Ym 
(i, j ， 刑轮换) (34) 

c,= -X;十勿刑
对于叶片上任一点，总位移是两种位移的代

数和，由 (27) 至 (32)式可得

U(Q) =u(P) 一机

也 (Q) = ω (P)+去。z

哩。(Q)=w (P)
十 μ 「 θ问 (P) Iθ旬p(P)l

2 (1 一 μ) L θIXθY J 

(35) 
4. 应力计算公式

a) 与平面应力有关的位移分量是均、叫

等，平面应力状态下单元应力是常数，应力计
算公式是L7J

[σ3σ3 τ~1/JT=S[U， 心， U; v;umvmJ 'I' (36) 

其中 S 为一矩阵，

S= [SiSj SmJ , 
「 队 μc， l 

S , = _ /~ E , .1 fJ; b, c, 一 『 …

4 一灭亡百五| 尸叫 叫 | 
1 1. - μ 1. - μ J" 1 

L 2 叫 2 v' .J 

伍， j， 响轮换)

.268. 

E 为材料的杨氏模量。

b) 三角形平板单元在弯扭应力状态下

应力与位移的关系为

[σ2σ;τ~YJ 7' 

」;三 S [Wj ()Zi ()1/j W; ÐZi川
(37) 

其中 t 是单元厚度，取其平均值，即 t=

专 (马 +tj+tm) ， t， 等为单元顶点处的厚 度;
z 为所考虑点的一个局部坐标 S 是一个矩

阵，为四个矩阵的乘积L7J

S = DAOT (38) 

0) 总应力是平面应力和弯扭应力之和z

σZσ~+σ""σ11 σ~+σ1/， τZy τ~y+τ:" 
(39) 

主应力 σ1， σ2 (σ1;;;;"σ2) 和凹的方向与 g 轴的

夹角为

σ 一的+σ11 土J而习了上τ2
1， 2 一一2一 、(--4一---r - ":tY

α

→
a叫去红

(40) 

十Zsignu[1一咽(σz一 σρ] (缸)

上式中 | α 1<号，当从 z 轴逆钟向转到凹的

方向时， α>0，当 σZσw 时， σ1=σ2， α 可取

任意值。

三、实验结果的获得

我们对一根叶片的一阶弯曲振动成功地

同时拍摄了两张时间平均全息图 (图 6) ，用

肉眼观察，直到最顶端的第 40 级暗条纹仍清

晰可辨， 整个再现像上没有不可分辨条纹的

区域，这比通常的结果提高约 3 倍， 看来还有

再提高的潜力。所见文献中的可分辨条纹只

有十二、三级，作者们多把高级条纹模糊不清

的原因归结为"条纹反差随振幅的增大而急

剧减小"。看来这一理由并不充分 1) 因为

当条纹级数超过 5 时，贝塞尔函数的极大值



H1 

H, 
图 6 日十片一阶弯曲振动的时间平均法

全息再现象照片

减小得很慢3 故亮条纹处的光场强度变化并

不显著 2) 由于光场强度的极小值 Imin=O，

所以可见度为(8)

I ,, - I mi V=F(ω) Vo=F (ω) I:x+IJ:=F (ω〉

(42) 

其中 ω 是条纹空间频率p 传递函数 F (ω) 与

用以观察的光学系统(肉眼观察时就是人眼)

有关J 其大致情况如图 7 所示 (Fo 是能分辨

条纹的最小可见度，二是相应的空间频率〉。

由此可见p 只要条纹不过于密集 (ω<吕) ， 就

有可能分辨出条纹2 可分辨的条纹绝不止 20

级。 有的作者认为即可分辨的条纹可达 100.

级2 但这一理论上的可能性在实验方面尚远

未实现3 究其原因可能有二:①干板的质量

不够理想，其线性动态范围不够大，只要干板

质量不断提高3 线性范围不断扩大，要摄得极

高级数的条纹2 在理论上是完全可能的也

②叶片根部固定不好，夹具并非绝对刚性p

振动不具有严格的周期性p 从而使条纹增宽，

暗条纹亮度增加3 亮条纹亮度减小; 空间频率

稍大2 明暗条纹便重迭交错，于是就模糊不

清2 无法分辨了。

、
‘
，
，

ω
 

( F 

Fc 
6) 

。

图 7

为了获得好的实验结果p 采取了如下的

改进措施:

。对夹具作了改进，尽量夹紧并减小弹

性变形2 然后夹紧在大平口钳上2 并把平口钳

与实验台牢固地粘结在一起。

2) 把所有光学元件和干板架都牢牢固

定在台面上。
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3) 在叶片表面涂一层白漆，干后再涂一

薄层玻璃珠涂料p 以改善表面的反射和散射

效果。

4) 适当增加叶片顶部(大振幅处〉的物

光强度。

四、计算结果

采用自编程序对某发动机第二级压气机

叶片的一阶弯曲振动进行了计算，并用

, 
/ 

U 
V 

V 

u/-y'曲缉

. 计算值

/町阑监值

ν' 【厘米3

2 

细

8 

16 

F 
zσf 

1<N! I.l草、

(a) 第 4 列节点位移 (b) 第 5列单元重心处 σ&-y' 曲线

图 8 位移和应力 σ3 曲线

WFO-l 型涡流传感器对位移进行了测量，

结果如图 8 所示。 由图 8 (α) 可以看出，用两

种方法得到的d大体上是一致的;由图 8 (b)

看出弯扭应力吨的分布也是合理的。

采用全息干涉术的时间平均法求位移分

布，结合有限单元法计算应力，是振动测量中

的一种新方法，具有不少优点，但尚有不少工

作需要进行F 如三维振幅计算公式的推导，继

续提高振幅测量范围，选取更合理的单元，误

差分析等。
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从前面的计算结果我们还看到，即使是

在适当的初位相 ψ 的条件下工作，入射光也

并不是可以在任意长的相互作用距离上得到

电子的放大。事实上电子的能量不会无止境

地降低p 最后变成静止状态的电子。相对论

电子的能量降低到一定程度后，就不会再降

低能量，非相对论电子决不会获得大于零的

激光放大系数L5l。在我们所选的计算条件下，

相互作用的长度超过1.4 米，相对论电子的

能量就不再继续减小，反而向辐射场吸收能

量了。所以自由电子激光器的工作长度不象

普通的激光器，它的有效工作长度会受到限
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制。关于工作长度受那些因素影响，如何提

高相互作用长度，我们将在另外一篇文章中

介绍。
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