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共振多光子跃迁的全量子理论

王润文

(中国科学院上海尤机所)

提要:本文从全量子理论观点分析了共振多光子过程2 采用相互作用表象及

Laplace 变换得到一多元线性代数方程组p 并获得其特征行列式的解析表达式 2 从而

得到多光子跃迁几率的解析解。比起 已有的方法简洁得多。

Full quantization theory of resonant multiphoton transition 

Wαng Runwe饵

(Shanghai Institute of Optics and Fine Mechani锢， Academia Sinica) 

Abstract : In this article we analyse the process of resonant multiphoton from the view poin t 

of full quantization theory. Using the interaction representation and Laplace Transform, a 

group of linear Algebra equations and then the analytic repesentation of its chal'叫eristic

determinant are obtained. The analytic solution of multiphoton transition probability is at last 

obtained, and it is much simpler than other previons methods. 

-、 引 ---1:1 

激光物理与激光化学是当前物理学的一

个重要分支，研究多波过程、多光子电离、激

光喇曼辐射·… ..等都牵涉到激光与原子分子

作用的多光子过程y 早期是对双共振光谱进

行较多的研究气从双光子过程到三光子过

程进行过理论分析。能把这种研究过渡到更

多光子的过程显然是必要的。 1979 年波兰

的 Bialy丑icke-Birula 与美国 J. H. Eberl y 

等人对多光子过程用半经典理论做了解析分

析，得出了用多个厄密特多项式相乘的解p 形

式很复杂[2， 3) 0 B . W . Shore 采用了 Possion

分布的能级假定也得到一个多光子跃迁几率

的近似表达式[4J 0 A. Schenzle 及R. G. 

Brewer 用算子代换法研究了双光子和三光

子过程[5J。我们从全量子理论出发，采用相

互作用表象得到了多光子过程跃迁几率的解

析表示式，形式更为简单。

二 相互作用方程的推导

如图 1 所示，设一个原子分子系统有响

个能级，基态能级为 El， 每一对靠近能级的

波尔频率为 ω2， ω8…ω阳光场的频率相应为

岛， Q3…Qm， 在刑光子过程中p 响个不同频

率的光子同时分别作用到该原子系统的相应

能级中，处于基态的原子如同爬梯子一样可
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能被激发到最高的 E" 能级。

光场与原子系统相互作用的哈密顿 H

为未相互作用前两个独立系统哈密顿 Ho 与

相互作用后产生微扰哈密顿 H' 之和:

H = Ho+H' (1) 
Ho=H A. +H}/ 

= '2:，nw1ob仇+~nw1o( α问+专)
(2) 

(2) 式中 HA. 代表原子的哈密顿 H}/ 代表自

由场的哈密顿J 为普朗克常数除以 2町 α2、

向 代表具有光子频率为岛的光子产生和 iRl!
灭算符;町、 b10 为能级向上跃迁与向下跃迁
费;符。经过相互作用后的原子一光子系统显

然其波函数中。)应满足 Schrödinger 方程

的:

品去树)=剧。) = (Ho+H')中 (t)
(3) 

设定义在相互作用表象下的波函数为中I(吟，

并作如下变换把 Schrödinger 表象下的波动

方程 (3) 转到相互作用表象下:

中I(t) =e山t/叩 (t) (4) 

H1(t) =eIH.t/~H'(t)e叫H.t/现 (5)

用算符饰去作用到 (4) 式2 应用 (3) 、 (5) 式
的关系容易获得相互作用表象下的波动方程

是:

伪去的)=H1 (均收I(t) (6) 

微扰哈密顿 H' 可由下式表示[(lJ

.814. 

H'(t) =芋苓元g1o(α计αt) btb j (7) 

/元。k\古
=ie ( 一一一 ) 句 Dij (8) 

\2εoV / 

式中 Dt;为 4、 j 能级的偶极矩阵元 810 为光

子的偏振方向单位矢; 80 为电极化常数;V 为

腔体积。 对于一对相邻能级间的光子跃迂情

况J (7) 式可以简化成如下表示:

H'(t) = ~元gk (α计αt) (σk十σt) (9) 

σ"k =bt-1b1o J σ;; = bt b1o - 1 (10) 

显然 σt、内表示由 k - 1 能级变成 h 能级及

由 h 能级向下跃迁为 k- 1 能级的算符。 将

(9) 代入 (5)经过运算可以得到在相互作用表

象下相互作用哈密顿可表示为:

H1(t) = ~ ng10(ake-i!ht +αteω 

(- ~-Iω1ít I ，.，.-+..，iωkt飞x <.σ10e 十σke'~K') (11) 

拼弃能量不守恒的两项向σk 及 a;;a}; ，前者

表示当原子从上能量向下跃迁时吸收一光

子，后者代表向上跃迁时抛出一光子。于是

(11) 式可以写成如下形式:

H1 (←芋ng1o(α100";;e- i(Ot-Wt)t 

+α2σ1oe'(ρrω.)t) (12) 

今设原子系统刑个能级p 对应共振频率 ω2，

ω3…ω隅，光场频率为 O2， 03…ο刑，正如图 1

所示J (12) 式可展开成:

H1(t) = {h{g2a2σte-HO.-ω.)t 

十 g3αaσte-i(Q.-ω， )t

+"' +gm-工4αm-1σzι_le→(份Q

+g刑α刑σ 启归e→i(队Qι ω 川川) t2 

+g2α2σ#1(0.-崎)t 十 g3α2σ3ei(Q.-叫苦

+"'+g刑-la;t-lσm_1ei(D川-ω川)t

+gmαtσme'(Qm-ωm)t} (13) 

不受光场微扰的原子波函数可记作中0=

~OmIEm>， Em 为能级的标号 Om 为归一

化的几率振幅。而光场波函数可记作队=

~饵"lnm)J n刑代表光子数3 因此由于光场

的扰动，原子的含时波函数可记作中f(t) = 



zc:;四川刑>，或写成下面展开式:

ψI (t) = 01 1 E刀向十1，向+1，… ， n",+l> 

+02 I E2 ; 饥2，饥3+1， …，机刑+1)

+… +0"'_11 Em-1; 向，向3 …，饥m-l， ?'lrm 

+1) 十O"， I Em ; 吨，向p … ， n刑) (14) 

式中已把 O~. 取消撇号仍记作 Om， 对于各能

级披函数2 设对应各能级在未相互作用前光

场光子数分别是向+1， n3+ 1， …p 机刑+ 1;

由于岛的作用原子吸收一光子跃迁至 E2

能级2 故光子数由向十1 变成句:只考虑相邻

能级存在光学相通跃迁，其余为禁戒3 因此每

向上递增地跃迁一级2 就吸收一个光子，这就
是各个能级光子数的确定原则。

方程 (13) 和 (14) 要满足相互作用表象下

的 Sohrödinger 方程 (6) 。

三、多光子跃迂辑合方程组

将 (13) 、 (14)两组方程代入 Sohrödinger

方程 (6) 可以得到如下微分方程式:

4元 {C\ I E1; 向+1，问+1， … ， nm+1) +02 I E2; 向，向+工，… ， nm+1) + … · 

+C"， I Em; 饥2，价3，… ， nm) } =元{g021 、!n2+ 1 I E2; 饥2， n3+ 1， …，份刑十l)e-i( f. .-ω.)1

+ g302";;:;;;丰主 I E3 ; 饥2，句， 向+1，…， n刑十l)e一i(Q，-ω，)t

+ g202";-';;;;工王 I E1 ; 向+1， n3+1， …，伪币+l)e仙叫)t

+g403 、/瓦丰l 1 E4; 向， ns, n4, nõ+ 1,… , n", + l)e-i{Q，-叫t

+g303"/再工王 I E2; 句，饥3十 1，… ， nm十 l>ei{.o，一时t

+g5'04";;;;;士王 I EG ; 饥!l，…，向，饥6+ 1，… ， nm +1)e-仙-ωt

+ g404、/瓦丰王 I E3; 肉，问，向+1，…，饵"，+1)矿山-叫t

+ …… 

+g"，Om-1、瓜J丰1 1 Em ; 向，问，…，机"，)e-HOm -ωm)t

+ g"'_10"'_1 、/可立工l \ E刑-2; 向， 向ns， .….川门 ηIJ'1m-2J岛3 ηnm-1十 1， 饥n"， +l)沟ei(ω0川-ω阳m川川'叫-，)ρ)

+g"ρ".../瓦丰1 1阳E"'-1;刀;饥向2 ， … p 阳-1，阳+l)eωm-Wm吁

式中 Cm 代表 Om 对 时间的微分， 分别用于矢 为:

<E1 1 、 <E2 1 …等基矢作用到方程 (15) 的两

边p 便得下列鹊合的微分方程组:

iC1= g2 、/司工1eWJ.-叫t O2 

iC2 = g2../n2工τe-i(.o . -ω. lt01
十 g3 、/瓦丰1 ei(o.一时t03

1 

iCm-1 =g伊1 、/百三丰T
飞
，

/
ρ
0
 

4
止

'
'
1、

E
E
，
‘
P
E』
'
'

xe→(.o m- l -ω响-.JtO"'_2

+gm../nm+ 1e仙n一ωm)tOm;

iCm=g刑J瓦丰1e-i (Om-ωm)tOm_1 j 

由于原子在激发态寿命是有限的2 而几率振

幅 Om(t)在这有限时间区间内连续有限2 因

此可以对几率振幅作 Laplaoe 变换;令

2(Ok(仲Lk (的= f~ e-StOk(帧 (17)

设初始时间 t = O， 粒子在基态p 即有初值条件

(15) 

0 1(0) =1, O2(0) = 0 3(0) =04(0) 

=… =0", (0) = 0 (18) 

又.

.fE(Ok(t)) =SL，，(的一0" (0) (19) 

因此对 (16)式进行 Laplaoe 变换p 并设在共振

激励条件下， 即[22一的= [23一 ω3= …=[23一

ω刑=0，便得

i(SL 1-1) = g2../n2丰lL2 1 
iS L 2= g2 ../n2工lL1
+g3 、/品工1L3

~ (20) 
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IDI= 

. 
-nu
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去置换 (21) 的第 k 列记为 1 d" 1, RP: 若以列阵

(第刑元)

-14-J14 
一十
一
十

「M
M
尺
U

广
M
H

J
JV
-
a
u

/

ν
 

n
勾
u
n
u
d

-
-2 一

川

创
/

v
nuu 

(第 k 列)

也

(22) 

础 -gm ...jnm +1
-gm ...j瓦丰1 i8 

8 1 

1 8 

1 

Id,, 1 = 

应用 (21)及 (22)可将 (20)式的解写成下面形

式:

工

1 

S 
(23) L，，=恃(阳， 2... ，叩)

x (-g ...j正工i) "

= 11) 1 ( - g...jn+1) " 

(第 h 列)

1α -

8... • 

1 

S 

S 1 

(26) 

1 

1
4

口
O

UUO 

寸
4

1 

S 
1 

Id,, 1 = 

等问距跃迁的解析解

在多原子分子红外多光子吸收过程中，

等间距振转能级是通常遇到的3 在强的红

外光场作用下有多达连续向上阶梯式吸收三

十个光子叭每一对等间距的能级都独立地

与光场相互作用达到多光子激励与电离的目

的。 本节首先研究这一类情况。由于各能级

间距及糯极矩阵元相等2 故有

四、

x (- g ...jn+ 1) 饨

=1 虱 1 (- g ...j;工i)" (2'7) 

显然 (26) 式在较低阶情况下是容易求得其展

开式的:

1 

(24) 

'/, 
α= 

-g、瓜二月
(25) 

们也 =nS=n4=...=n刑=饥

g1 = g2=gS= …=gm=g 

8' = i8 一

-g、反二月 3

又令:

1 

S 

S 
(28) =8s -2S=A 1 

8 l 

1 ID lsxa= 
1 于是 (21) 及 (22)式可表示成:

. 816. 



S 1 

1 S 1 
IDI4X4= I 

1 S 1 

• 1 S 

=S4-3S2+1=B (29) 

对于一般的 n 阶的展开式可以证明能展开为

如下方程:

IDI n xn=A{sn-4一川
+J仙倪一 6创)(仙倪一 7盯Lsn←-8

2! 

一 (n- 7)(何一 8) (n一 9) ,Qn-10 

3! 

斗(饥-8) (饥-9) (伪-10) (n -11) 
41 

×俨飞+.....-}

-B{俨5一川)sn-7

+J饥- 7) (n一 8) ,Qn-9 
21 • 

_J伪-8)(饥-9) (仰-10)""-11
3! 

+Jn- 9) (饥 -10)(饥-11) (饥 -12)
41 
1lrlJ + 咱

4
" 

总
U

× (30) 

这儿 n>4， 对于 n=3 或 4 由 (28) 及 (29)式

描述。 上式中各项对于 S 出现负罪的应取

消。 要证明 (30) 展开式要用到 I D l nx锦行列

式的一个递推关系3 这个关系由 (26)式容易

得出:

I DI(时l)x(肝l)=IDI制"S-ID I 例-l) x伺-1)
(31) 

应用数学归纳法p 设饥=n 时为正确2 令 n=

饥+1=啊，应用递推关系 (31) ，并用 (30)式代

入得:

IDlmxm=A{S 锦川斗( 伪 - 5) ( 伪-6 ) 刷-7 

2 ! • 

(n-6) (n-7) (n-8) ,Q,,- 9 

3! 

+Jn-7) (侃一 8) (饥一的 (n-l0)
4 ! 

xSn-l1一 ， +... ...} 
-B{ 俨一 (仙一附-6

+J仙一 6)(仙一7) ,Qn-8 

2! 

_ l侃一 7) (n- 8) (仙一 9L ,,",n-10 

3! 

+J饥← 8)(饥- 9) (饥- 10) (饥-11)
4! 

xS叫一，十 ， . .... . } 

=A{俨一(刑_ 5)sm-6

十(响-6) (刑一7) 俨-8一，+…… l
2 ! 

-B{俨-5_ (m-6)sm-7 

+lm- 7) (m-8Lsm-9一，+……↓
2! 

(32) 

(32)式证明了展开式 (30) 的正确性。行列式

(27)式的展开可以用 (30) 式来表示:

. .. ·

44 

1S 

-s1 
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1 . 1 • 

S 1 . 
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1 S 

= (-1)α 1 15 1 归-机(叫} (34) 

一般地可推得

Id. l..x..= (-1)←1α 1 15 1 归-以{川) (35) 

因此解 (23)可以用以上关系表示便得:

L= I ~;I 川饨
‘ 7万 I n x n

一 (-1) ‘ 1α 1 1'5 1( .. _阳{纯-，)

ID I.. xn 
(36) 

式中 I D I .. x n 的展开式由 (30) 式表示，将 (36)

式进行反 Laplace 变换即可求得多光子跃迁

几率振幅:

O,(t ) =2"-l[L,(S)] 

吁 rc+也∞

=布l山L;(S)州 (37) 

作为例子我们计算等问距四能级级联多光子

跃迁情况3 吸收单光子、双光子及三光子可分

别跃迁至第二能级、第三能级及第四能级2

相应跃迁几率为|乌 ( t ) 1 气 I03 (t) 1 2 及

I 04(t)1 2J 由 (37) 式可以表示如下:

02(t) =2"-11 i -1) 2-10: 1 到m l1 
L 8'会 - i38几 十 1 J ! 

= -,;m Çp -l 1- __ 8 2+p_ ? _ l 
".1:' -】 L 8会+ 3p~82十p公 」

Cs(#)=r-f ( -1)扫αs~l
L 8'会 - 38'2十 1 J 

=p22"叮 p+3;82+扩]
-lr (- 1)←1α1 

乌 (t) =2"-l l 俨- 38'2十 :d

=Mr-1|1 l 
L j窍生 十 只仍282十仍会」

~ (38) 

应用 Laplace 反变换关系 L7J

.818. 

r-11 
(82十α2) (82+β2) 

一 αsi丑 βt一 βs:in ω
αβ (α2一β勺

r-1[S 
(82 +α2) (82 + ß2) 

cωαt - cωβt 

β2-d 

r -t p + b 
(82+α2) (82+β2) 

1 rb α2 
--τ--~-~--一- SIDαz 

βz一 α.， α

一气应归βt}

(39) 

J 

若令:

p=g../n+ 1J (40) 

α=气土2Lppβ=气二JLP(41)

便得得

|阳Cα以ω附2(山ω(tωt均训仰)川|户2=t扑(←s血叫坠(μμ芋旦马p抖叫t今)γ
飞

+s:in (μμ干且乌P抖叫t

|问Cαω附3沃山ω(t叫t吵)川1 2 =寸;{←∞ω叫s(μω芋豆乌pμ叫t) 

一叩∞ω叫s (μμ干旦乌p抖叫古今升)升r ~ (42) 

1 ()4(t) 尸 = ;0 {(1+ ../5) 

巾(μ于与)一(../'5斗

x归(呜土1) pt) r 
J 

图 2 是 (42) 的曲线3 所取参数为 p= l。 由图 2

可见在开始时多光子跃迁几率是很小的3 因

为实际泵浦过程总是只能是短暂的2 当 t=

0.2 时3 双光子跃迂几率比单光子小两个数

量级， 而三光子又较双光子跃迁儿率小两个

数量级。



曾
=: 

。'

pt 
。

当 pt= 0.2， IC2(t) 12 = 0 .038, IC3(t) 12 =0.00039, IC4 (t) 12=0.00000175 

图 2

五、不等问距跃迁的解析解

对于非对称型的线型分子振功能级间距

是不等距的3 更多的巨分子形成的能级也是

不等距的。这时就不可用上节的简化情况，

(24)式不复存在2 就应另行处理。若令

α7<-1 = -g7<"';再工王 8'=i8 (43) 

则行列式 (21) 及 (22) 可以记作如下形式:

I D I 刑Xm
S α1 

α1 S 

α2 

Idkl 
S α1 

α1 S 

α2 

S α3 

….. .. . .. .. 
. αm-2 

(第 h 列)

也

a2'" • 

·αm-2 

S α刑-1

αm-1 S 

(44) 

S αm-1 

αm-1 8 
(45) 

(44) 式可以展开成如下多项式:

IDI川=8"一S←惺α?)

十δ川 军{唁 α1 }

-sn-62(唔(α?Zd)}
+，一……+(- 1) 刑-18，，- 2(m-1)

第刑项

×言 (α?五(α?至列 (α?是18)
‘-、 _______.J

共响个~

))}十，一 (46)
(46)式的证明与侈的式是类似的3 应用 I D I "x"

的如下递推关系:

I D I川l) X (叫)=8I D I 锦州 -a!I D I (←阳(叫)
(47) 

并用数学归纳法p 令')1，=饥十 1三旷，应用 (46)

式代入 (47) 式有:

ID lrxr= I D I 伽驯阳1)

=8"+1 - 8"刊主α?)

+8"-3 主{唔α7}

一俨主(α? 三(唔a~)}
+， 一…+ (_ 1)m-18"+1-2(刑-1)

× 主{伊αa;五(仰α咛? k 豆兰2 αa~..)片}+
=8r一 8r铲←叫-

×三(唔a;) - 8←G

×豆 {α?三(a1 ~ a~)} 
.819. 



+，一 …+ (_ 1) ",-lsr-2(m-l) 

×至村三μid))+
(48) 

(48)式证明了 (46)展开式的正确性。至于余

子式 (45)可以用 (46)展开式表示如下:

Id7< 1 = (-1) 7<-liαρ2…α川

X I D I(lI- 7<川..-1<)

{句→ α11+1<}

(49) 

式中 {α"→α1I+k}代表行列式展开后用向+7，代

换句而得到。

类似地解 (23) 可以用性的与 (49) 式代

入便有:

L =| dk | m 
k 寸万1二二J

(_1) 1<-1iα1α2. ..α7< -11 D 1 (n-7<)X(叫)
{α"→ αn+k} 

IDI… 
(50) 

将 (50)式进行 Laplaoe 反变换即可求得多光

子跃迁的几率振幅:

Ok(t) =2 -1 [L1< (S) ] 

=言:zj:::: LK(S)682耐 (51) 

如果与上节取同样的例子2 对于一个不等问

距的四能级多光子跃迁情况p 这时三光子跃

迁的几率振幅为:

r (-1)←14句句句 1 乌(t)zf -1||
L S4+ (αi+α~+aD S2十αid J 

(52) 

(52)式中若令 α1=α2=α3=-P， 便过渡到等

问距四能级的表示式侈的。容易根据 (51) 式

写下 03ω及 02(t) 的变换式为:

0 3(t) 

=r-1「 ( -1)3-1iαd~~
0 J I 

L S4+(αi+α~+α5) S2+ aiaã J • 
。2(t)

=2-俨-1吁r~←一俨归阳圳1(S何川S
LS4十 (αai十αa~+αaã) S2十αaiαaã J ) 

(53) 

. 820 . 

令:

αi+α~+α~=3ã2 2~2_h2 
α1α3= 0 

寸 1 1 I 

α=亏言 [3ã2+ (9♂ -4b2 ) 古]古 l

寸 1 ] I 

β=手言 [3ã2 一 ( 9ã4 -402 )可 古 j

(54) 

(55) 

再应用 (39)式关系便可得:

[lJ 

[2J 

[3J 

[盈]

[5] 

[6J 

[7] 

[8 ] 

02(t) =诗

x{坐旦s:in ßt - a~土豆 s:in at} 
β 「 αJ

1 

乌(←件{cosat - oosβt}}

04(t) =-nrz，alα2α3 
αβ (α2一β2)

x{αs:in βt一 βs:in αt}
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