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闪耀光栅对厄米一高斯光束的衍射

郑辉

(中国科学院上海尤机所)

提要:本文解析了闪耀光栅对厄米-高斯光束的方和费衍射分布 p 发现光栅对厄

米一高斯光束衍射的分辨本领并不取决于光栅处的光斑尺寸，而是由光束本身的参量

一一-光腰截面半径决定的。

Diffraction of a blazed grating illuminated with a Hermit-Gaussian bean'l 

Zheng Hui 

(Shanghai Institute of Optiωand Fine Mech且ni饵， Academia 8inica) 

Abstract: The Fraunhofer di宣raction distribution from a blazed grating ilIuminated with 

Hermit-Gaussian beams is investiga切d analytically. It is found that the resolution of the grating 

illuminated with a Hermit-Gaussian beam is not determined by the spot size on the grating' but 

by the parameter of the beam itself, i. e. the radius of the beam waist section. 

由于大多数激光光束都是厄米一高斯型

场分布(或拉盖尔-高斯型)，而一般讨论有关

衍射问题多是采用均匀分布的平面波或球面

波，自然会提出用厄米-高斯光束与均匀平面

披在处理一些衍射问题时有无差别的问题。

Olaofe、 SchellUJ 等人讨论过拉盖尔一高斯光

束的圆孔衍射问题 Dombrovskii[1I]等人讨

论过高斯分布的参考光束对全息图再现的影

响。 光栅对均匀平面波衍射已是众所周知

的(8J 但光栅对厄米一高斯光束的衍射问题却

还未见报导。 本文利用 Fourier 变换得到闪

耀光栅的方和费衍射场分布，给出各种模式

的光栅方程及分辨本领。并发现光栅分辨本

领不像通常用均匀平面波照射光栅时分辨本

领取决于光栅处光斑尺寸 (分辨本领等于光

栅上被照明的刻槽总数乘以衍射级)，而是由

光束本身的参量一一光腰截面尺寸决定.

一、公式推导

为了处理方便，本文只考虑入射光束的

光轴方向垂直于光栅刻梢方向的情况，闪耀

光栅及各种坐标的选取如图 1。设闪耀光栅

周期为 d， 刻槽宽度为 ck，刻槽角(闪耀角)

为 α。选取 (æ， z) 坐标，使 Z 轴为光栅的法线

方向， w 轴沿光栅面;选取 (w'， z') 坐标，使

侈'轴沿刻槽面方向;选取 (w" ， y") 坐标，使

z" 为入射光的光轴方向。 光栅中心 01 也是

(侈， z) 及 (w'， z') 坐标原点;入射光的光腰中
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图 1 光栅及坐标选取

心 O2 是怡" z勺坐标原点。设 4、 0 分别是
入射角及衍射角p 设从 z 轴起顺时针转动角

度为正，逆时针转为负。

为了简便，本文只考虑一维情况(两维情

况见附录 A) 。设入射光是厄米-高斯光束，

第刑个模的复振幅为ω:

Um (笃" z" ) = F".仙"， Z") 6;柿 (1)

F m(X" , Z") 

严 1
2'"呐!ω (z")

Hm(豆豆二) exp r - (r.\~~;'\ r ω (z") ) exp L 飞 ω (z") ) 

+丢乡γj (刑十专)φ (z") ] 

E刑为厄米函数。

帅") = tan- 1 (业:
\ πωõ/ 

酌") 习，，[叫手rJ ~ (1') 

wll (矿') = ωÕ 11+{主二ìlll
L\πωõ / .J 

R(骂") 、 ω (z") 分别是波前曲率半径和光束截

面半径。 ω。为光腰 (骂" = 0 处)截面半径。光
栅中心 01 离开光腰中心 O2 的距离为

Z~l =百百;=h。

将光栅刻槽编号如图 1，各刻槽的序号用
n~O，土 1，土 2，…表示。光栅刻槽面上任

一点。的坐标可表示为:

af，， =nd∞sα+革， ) 

z，，= 一灿血αJ (2) 

其中 2 为光栅面上任一点在其所在的槽面
内的相对位置，如图 1 所示， 0~$'~d1。不

2 

难证明坐标系 (æ'， z')与 (ø飞 z") 的关系为:

ø~ = - afn cos (← α.) -z'n 血。一α.) 1 
~ (3) 

z~=叫血。一α.) -z'n cos (←α) +h J 

用怡" z勺坐标表示光栅第 n 个刻槽面上任

一点的坐标为z

X~= -nd cosi-x' cos (i 一 α:) 1 
~ (4) 

z~=ndsin i+x' sin (i一 α:) +hJ 

将(4)式代入 (1) 式得:

Um (ø:, z~) = um ($', n) (5) 

即光栅上第伪个刻槽面上任意一点的光场分

布。 由 (1)式知 F... (ø!, :z~)是 X~， z~ 的缓变

函数2 完全可以忽略 (4) 式中含辛'的项， 则

有:

F". 例， gl) =儿(-ndo佣 i， ndsin仆h)

~Fm (一饥dco时， h) 

厂τ一 1π I ..j2ndcω4 、
. 1_______ I寸 I - - '--_----
γ 亏环石了石顶了 .L.L m 飞 ω (h) J 

p[-(血丝)2+Mcosi) lI
ω (h) ) -t-J ' 2R (h) 

-j(刑十 ~)φ (h) ] 0 (6) 

如果观察点 B(x1， z却是在方和费区P 射

其衍场分布在(吨，也)为光栅表示场分布
Um (磊、)的 Fourier 变换:

Jkz~ + fkz'.l / 2t'. 

u(吨，也) ==今在...(0) = 。如z'B

× "主JMEs 时
x exp{-j7c[血(α一的叫(呈" n) 

+∞s(α-θ) :z:， (x'n)]}dx' (7) 

将 (2) 与 (5)式代入 (7) 式得:

在m (的 =8 (0) 主 J二E」一
n=一∞ V 2mm! ω (h) 

xH 仁、/玄nd coM hxn[一 (nd c:!! i ìll 
~m飞 ω (h) J V~l' L\ω(h) J 

j7c 豆豆旦旦辽
2R (h) 

+jn[kd (归i+阳的 -2xMJ} 仰

其中



× λλ …《
一"'-'-- <<

Cùo Cùo 

以上讨论可知当 n 变化 1 时J (8)式求和号中

的各项的变化量都是足够小的，因此 (8)式对

悦的求和完全可以用对饨的积分来代替。 最

后我们得方和费区某观察点 B 处的光场分

布为:

u...(O) =忐在(-1) -~ J击了

x[奸(告rr
4

x sino {手问一川in(。一 α) ] } 

xHm {v'2命[M一号 (sini

叫) J} 叫{一(命r
x [M-号 (归4+mo) JB} (9) 

其中
二 kæ'5 , kdj 

收 =kz~ +写7+万~[sin(i一 α)

十归 (0一α)J 一(去去r
x [M - ~ (sini十日阳州 tan州。

论

(的式等号右边第一个因子选z 是对
B 点处有贡献的衍射光与射到光栅表面光

振幅之比;第二个因子 je''''/z丰表示球面波;

sino 函数给出衍射场分布的包络线，它的极

值位置对应于光栅的闪耀方向。 由 sino 函

数第一个零点给出包络线的半宽度为z

λ ，它决定了闪耀角的范围。
ck ∞鸣。一α)
下面讨论 (9) 式右边最后两个因子一一

厄米多项式与指数函数项。 将 (9) 式写成:

在...(的=今 AH... (g) 6 -+ = U... (g) 

g=兰主~O [M - ~ (sin仆归的J (10) 

8 (0) 

ck ~~__ f kck r_~_/~ __\, _~_/LJ __\, 1 
E7Zm017f缸。一α)+剧。一叫

×町 { jkz乌+等十号[缸。一α)

+血(。一α)J +j(刑十专)φ (h) }。
(8)式中 M 是整数。 (8) 式右端求和号中由

于含有 exp 1-(旦旦旦主)91 一项，所以实际
L \ω(h) / J 

上对 û...(的有贡献的"只是满足 lruicosil 小
于几倍 ω(均的那些"值。下面说明 (8)式对

"求和可以用对伪积分来代替。先给出几个

量的数量级概念: dc佣.;，-般是波长数量级，

曹ulcosi 最大是)巳棚的尺寸且近似为 ω (h) 的

求和号中的 Hm 是(v'言n~~si)
飞 ω (h) / 

、/言rui∞时
ω (h) 

所以 H... 的变

二、讨

的缓变函数，当 n 变化 1 时，

气12d∞si 的变化量 Y W 

ω (h) 

化也远小于 1; 当 n 变化 1 时，指数项

P[一的叮]的变化量正比于些ι
\ω(h) / Jω(h) 

」-d，指数项呵r jk鱼旦旦立21的变化
ω(h) ---J '''''''''-7' ---rL J"" 2R (h) J 

量正比于旦坐坐21~(rui ∞si) (d ∞siL ""， 
叫)λh[l+(守YJ

叫?鸣仁，在 h=年1 时，这个量取
川平) / h " 

M∞si λ 
极大且等于-一二一 x-=-一"'-'-一 <<1 。

UJO UJO UJ。

但)式最后一项 exp {jn[kd (血 i+sin θ)-

2πMJL 当伪变化 1 时3 其变化量正比于

Icd(画丑 i +血。)-2~M。设。 =OOJ 00 满足

kd (血 4十血θ。)-2πM=OJ

这正好是光栅方程，实际上只有当 θ 在仇的

附近很小的范围内光强才不为零，。一仇的范

固大致为衍射角的范围~卒，这样
ω。

数量级。

再看

haf 

、
J
「
-
F
P二

，

3 

dcosOo 
Icà(血i+血的 -hM~-1-i



利用 (10)式可以讨论光栅方程及分辨本领等

问题。

1.光栅方程

光强极大值位置应满足下述方程z

去 u~， (g) =0, 

利用厄米多项式性质得极值的条件为:

Hm+l(g) = gHm(g) (11) 
下面分别讨论对不同的 TEM 模光栅方程:

(i) TEMoo 模，对应于一维刑=0 的情

况p 则衍射强度最大值的位置应满足方程:

d(sin i+sin 00 ) =Mλ(12) 

此式即为光栅方程。 M 为衍射级。所以对

于 TEMoo 模p 光栅方程与均匀平面波的光栅

方程完全一样。

(ii) 对 TEM10 模，对应一维饥=1，由

(11) 式得:

趴sin i+血。)-Mλ= 土与芒土 (13)
~且趾wo

上式有两个位置光强取极大值。取。。为满

足光栅方程 (12)式的衍射角，则取极大值位

置 θ 分别偏离。。为:

。- (}o= iJO = 士「4一些L(14)
、/ :4 0古WO vV臼 V

(iii) rrEMw 模3 对一维刑=2，由 (11)

式得:
(0 

d (sini+血的-Mλ= i. (言 λdoosi (15) 
l~V 2πω。

(15)式说明一个极值正好在仇的位置，另两

个极值分别偏离。。为

iJ{) =士j~ 土旦羊肉
Y ;.:1 :n;wo oos 110 

从上面分析可知2 高阶模经光栅衍射后

有几个极值位置2 每个极值的位置对刑=1，

2 分别由 (13) 、 (15)式确定。但衍射光束中心

线的方位仍与 TEMoo 模相同满足光栅方程

(12) 式。

2. 厄米一高斯光束被光栅衍射后在方和

费区的光强分布仍是厄米一高斯型。将 (9)式
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场分布在 {)o 附近展开后变为如下形式:

ω←血c {手问一α)
+血(Oo-a) +ω (00 - a) iJÐ] } 

Hm(σ…θQ... iJe)ø-(喻~ .18)' 
λ 008i 

由于 sino 函数的角半径 J 立 、 》高

斯函数的角半径」旦斗，所以可忽略上
:n;wo oos 110 

式中 sino 函数中含剧的一项。 U'" (iJ{)) 可

写为:

在m(iJO)

=AH恫(、/玄πω。 ωs OoiJ~')ø-(旦诺伊句'
\II. 00S也/

(16) 

其中 A 是与 iJO 无关的常数。

如果光栅是采用利特罗自准形式 (RP 衍

射方向为逆入射方向儿则

队(iJ川Hm(气ωoiJ~)ø-(坪)'

将 iJO 用方和费区 B 点坐标(吨，功)表示:

。一 Oo= iJθβ æ'B/:也。

因在方和费区 ω>õ/λ地<<1，所以

/~ . I λZß \2 _. 'J...Z~ 
ω (zi) = ω0 .t/ 1 +( M~ )幻一一。

V\ :n;wõ/ :n;ω。

这样 (16)式最后可写为如下形式:

在m(æi) =AHm (.J互兰斗。-(动了)' (17) 
\ω(z~) J 

以 (ο17盯)式与 (1)式的 u.乌句勿以?

米-高斯光束经过光栅衍射后在方和费区其

强度分布仍为厄米一高斯形式。这与 Fourier

光学中:厄米一高斯函数的 Fourier 变换仍为

厄米-高斯函数的结论是一致的。

3. 以厄米一高斯光束入射时，衍射光栅

的分辨本领:

(i) 对于 TEMoo 模，由光栅方程

d(sini十sinOo) = Mλ。

其中 λ。为满足光栅方程的波长p 可得

d 008 ()o iJ{) = M iJ'J..., 

代入 (16)式得z



le 

在。但λ) =Å8 -((j号， M 子)'

由此求得光栅分辨本领为:

λ _U πωo 
Aλ_.- doosi 

(18) 

(19) 

为了说明厄米一高斯光束被光栅衍射的特点，

下面给出均匀分布的平面波被光栅衍射的场

分布及分辨本领阳。衍射场为:

I 2αAλ1 
ü(L1λ)'"血。 {π丁一→M 一)

飞 doosi λ/

I 2αM L1λ\ an 1 :/t" 7""一一--;--.-1

、 2αZS二λ人 L (20) 
:/t"---一一-

d ∞si λ 

分辨本领为

λ 一=MJι(21)L1Â. -- d cos 

(21)式中 α 是均匀平面波光束截面半径。图

2 绘出光栅分别对均匀平面波和对厄米一高

斯光束的方和费衍射场振幅与A 的关系(为

/πωo L1λ\ 
方便取横坐标为 (M页页丁户，为比较3

我们选取均匀平面波的孔径 2α=πω。。由图

2 可见均匀平面波被光栅衍射后有正负相间

的次峰结构3 但厄米一高斯光束被光栅衍射后

却是平滑的。

"，.、、, ，，-、‘
，、、

图 2 衍射场的相对振幅与 Aλ=λ-~ 的关系

实线-一表示由 (18)式绘出的以高斯光束入射时
光栅的方和费衍射场;

虚线一一表示由 (20)式绘出的以均匀平面波入射
时光栅的方和费衍射场

比较 (19)式与 (21)式可知厄米-高斯光

束照射光栅3 光栅的分辨本领等于孔径为

2α=πω。的均匀平面光照射光栅时光栅的分

辨本领。 再看 (21) 式3 用均匀平面波照射3 光

栅分辨本领等于被照明的光栅条数(忐)
乘以衍射级 M， 但对高斯光束来说，这个规

律并不成立。从图 1 可见光栅处的光束半径

是 ω(均，对厄米高斯光束p 光栅的分辨本领

和Mf诺，而是去=M放τ，即
由光腰的截面半径 ω。决定。 所以尽管使激

光器离开光栅很远 (h 很大)，使 ω(均增大，

被照明的光栅刻线数加多，但光栅的分辨本

领却无任何提高2 即光栅分辨本领只决定于

厄米-高斯光束的固有特性一一光腰截面半

径的。这一点初看起来似乎有些奇怪，但并

不难理解。 比较两种情况3 即入射光的光腰

处在光栅表面 (h=O)与入射光的光腰离光栅

表面为 h 的两种情况。后者在光栅上的光束

/~ . / hλ\2\古
截面ω (h) 比前者 ω。大( 1 + ( ~":~2) ) 倍，这

、、õJtlWo / 

似乎使光栅的分辨率变好，但是前者Àtf光

在光栅处的波阵面是平面，相当于以平行光

入射到光栅上，而后者入射光在光栅处的波

阵面是球面，相当于以不同方向的平行光

入射到光栅上;入射光的角范围增大了

例如γ倍，引起光栅分辨率变坏，这
样总合效果使得虽然从 h=O 增加到 h， 但不

会使光栅分辨率变好。

(ii) 对于高阶模3 光栅的分辨本领明显

变坏(见附录 B) 。

三、结论

上面结果可总结如下:

(1) 厄米一高斯光束经过光栅衍射后在

方和费区仍为厄米-高斯分布。

(2) 对于 TEMoo 棋2 光栅方程与均匀平

面波的相同;高阶模光栅衍射的光强为极大

值的位置并不满足光栅方程p 但衍射光束中

心线的方位仍满足光栅方程。

5 



(3) 对 TEMoo 模，光栅分辨本领等于直

径为 πω。的均匀平面波入射时光栅的分辨本

领。

(4) 对厄主jt-高斯光束入射到光栅上3 光

栅的分辨本领在方和费区与射到光栅处光束

截面半径 ω (h)无直接关系P 而决定于光束本

身的参量一一光腰截面半径的。因此，为了

提高光栅分辨本领必须扩束，使光腰截面半

径 ω。增大p 而不能通过拉长距离增大 ω (h)

来提高分辨本领。

本文方法可以用来处理任意场分布的光

束的光栅衍射问题。

附录 A

对两维情况 TEMmn 模可写为

Fm(x飞 zll)F，，(ν飞 z勺 e1k:1"

在光栅表面上，第一个因子的表达式为 (6)式，可写

为

Fm(x飞 z勺 =F".(ndcosi， h) 。

本文考虑入射光束光轴方向垂直于光栅刻槽方向，

所以 ν"=y'， 故在 ν' 方向光栅面上场分布

凡=(y飞 z勺 =F，，(ν" h) 

又因方和费区衍射场分布即为光栅表面上场分布的

d 

图 3 衍射场振幅绝对值与剧的关系

实线:对应 TEM1 模的中心波长 λ。 (L18 =O)

虚线:对应 TEM1 模的中心波长 Î~ (L18 = L180' ) 

U1(例LJ8码θ的)=A屿且 (Ýσ言π:仪;C;:;:θÐo LJe)俨.川阳叫e们ω@

=2 飞ý-言2A πω oC∞。s θ仇oLJ9 er-【刷叫. 酬 e内• iJ8 1队λ∞ a川‘)' 
人 COS$

(B.l) 

其中 dθ言。一 θ。。

设 m=l模的石1 (LJÐ) 中包含两个中心波长为 λ。及

儿的光，图 3 绘出这两条光谱线振幅的绝对值与

LJ8=Ð-8o 的关系。对 λ=λ。(对应 LJ8=0) 的谱线振

幅取极值的位置，由 (14)式得

土 LJ81 =--r;J几∞St
A 飞12 πωo COSθ。。

图 3 中设 LJÐ. 是衍射场振幅极值的绝对值 \ U1 (LJÐ1) \ 

降到 \u1(LlÐÙ \je 的位置。按照瑞利判据p 如果中心

波长λz儿〈对应 Aθ=LJθ。， =80 ， 一θ。〉的衍射场振幅

左峰值位置也在 LJÐ. 位置p 贝Ij LJλ=λ; 一λ。就是最小

可分辨的波长差。首先求出在1(LJ8)对应 λ。和丛中

心线的角间距 LJÐo '， 如图 3。

Fourier 变换，因此由上面两表达式可知:两维 LJÐo,=2Ð1 +ð， δ三 LlÐ. - LlÐh 

Fourier 变换可分成两个一维 Fourier 变换之积。在 使
z' 方向上的场分布由于各刻槽面光场的干涉，其变 \u1(LlÐ.) \ = \否1(LlÐ1) \ je (B. 2) 

换的结果出现了正文中所述的衍射分布，但因 y' 方 将(10)式 U1(仍在(θ。 +Ll81)附近展开P 令

向上光束未被分割成小单元，凡〈ν ， s勺的 Fo盯ier

变换只是反映了光束的传播过程，因此在 ν' 方向上

光束分布并不发生变化。

更一般的情况y 即入射光与光栅刻槽不垂直情

况p 除发生衍射分布外还伴随反射，使衍射场空间方

位发坐变化，此问题本文不再考虑。

附录 B

对于高阶模p 光栅的分辨本领明显变坏，以

TEM10 模 (一维刑=1) 为例说明之。根据 (16) 式

有

6 

。 =Ðo+ Ll81 + δ，

则 (10)式中

g(ô)=在乎

X{M一去[sini+sin伽LlÐ1 + δ)J} 
再利用 (13)式得

g(的 =_Ý主生r~丘L
u, VU~'" L 飞/函 ~W。

+去∞s伽LlÐ川]

=十名去杂?子立叫。+叫Ll8矶0仇i
把 9以(ô盯)代入 a马1(伊θ〉得:



û~(δ〉

~.AH1[1+夺尘杂旦∞m叫叫叫s(咐咐〈伊饥o仇0+叫.101白1
x e-~ [1 +在去 c叫叫ðJ'

r, , v'才πω， _ _ _,1'\ . A I'\' ~ l 
=2.A Ll+兀百~o 伽〈θ。 +L101)ð J 

嘈俨 d可咽川 ~. 

X e-击 L1+τ百f叫Ðo+~9且)ðJ'

因为在1(.1θ.) =Û1(δ + .101) =Û~(町，又将

dθ唱 λo cosi 
同E 飞/2π'wocosOo

代入(B.1)式得

Û1(L1θ1〉 =AH1(1〉e-§=2AfZ 。
所以由 (B.2)式得:

2.A [←1μ+串子扣μμ∞cosω叫s
X e-~ [1+在去干∞响+.<19，)δJ'

-2.Ae- "lI' / e=2.Ae- jJ (B.3) 

解(B. 3)式(精确到 δ2 项〉得

故得:

ð=Ào cosi/飞/言πωo cOs(θ。+ Ll01) , 

.100, = 2L101 +δ=经h笃L
oowo costto 

+λocosi 

飞/2πωo cos(Oo + Ll01) 

3 一J ^旦旦午 (B.的
v'2πωo cosBo 

(B ， 4) 式即为 A。及丛中心线的角间距。再利用 Llf)

ML1λ 
与 Aλ 的关系 .10=万百SBo"可求出光栅对 TEM1 模

的最小可分辨波长差:

d∞sOo 3λocosi 3λ。àcosi
dλ M 亨言石可忘百=亨亏 Moow了'

所以光栅对 TEM1 模的分辨本领为:

λ Ý 2 Moow 一--羊二一一一旦 (B , 5) 
dλ 3 à cosi 

将(B.5)式与 (19)式相比可见光栅对 TEM1 模的分

辨本领比光栅对 TEMo 模的分辨本领减少了去
倍。对于更高阶摸，光栅的分辨本领都可进行类似

的计算3 因此从赂。

参考文献

[1] G. O. Olaofe; JOSA , 1970, 60, 1654; R. G. Sche l1 

et al.; JOSA , 1971, 81 , 31. 

[2] V. A. Dombrovakii et al.; Opt. Spectroscopy, 
1978, 45, No. 5, 801. 

[3] M. Born, E. Wolp; Principlea of Opt闹，

Pergamon Pre圃， 1964, p. 401. 

[ 4 ] S. E. Siegman; Introduction to Lasers and 

Maaers, 1971. 6 

.-‘I~(I"O"'U…0…e…"…·ω…z… .. …_0…0…0…0…0…_.…0"'0"'0"'0…0"'(1…0…e…0…，，-。…0…0…(1"'0…(1"'0…0…g

(上接第 12 页)

四、讨 论

自相似传输模的计算方法，适用于光场

变化较为平滑的情况。 当光场变化激烈时，

不能采用这种方法3 若采用这种方法需另加

调制因子。即该方法适合于模拟近理想光学

系统的光传输。

该方法利用拉盖尔多项式求解展开系

数3 对于近场的快速调制3 由于拉盖尔多项式

中的平方项而互相抵消了2 因此该方法不能

给出费涅耳衍射图象。但是，该方法能够直

接给出传输系统的像面和焦面附近的场分

布2 而且计算速度也较快，因此该方法具有一

定的实用价值。
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