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提要:研究光与二能级原子相王作用方程可获得电子在两能级问跃迁几率等重

要知识。通常利用量子力学的时间微扰法可求得这类方程一次近似解的黄金定律。

直接研究这类方程的解析方法仍有人不断在进行，然而至今尚未得到满意的形式而

又简单的解，本文给出在不同条件下包括存在阻尼及强场作用的情况，跃迁儿率的简

明解析表示式，这对解析研究跃迁过程提供了更为方便的数学形式。

Analytic solution for the equation of interaction between 

light and atomic system of two energy levels 

wα仰，g Runωe饵

(Shanghai I IlBtitute of Optics and Fine Mechanics, Academia SiIfica) 

Abstract: Research of ir巾raction between:light and atomic system of two energy levels 

enables us to obtain some important knowledge, such as transition probability of the electron. 

Usually these equations can be solved using the method of perturbation approximation in 

quantum mechanics. Direct study on the analytic solution of these equations has been conducted 

by many reseachers, but so far no one has obtained a: satisfactory and simple form of analytic 

solution. This paper present芯 some simple analytic equations of transition probability of the 
、M

electron under several different conditions, including damping and strong fìeld. It provides 

some convenient mathematical formulas for the study of electronic transition process. 
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光与物质的相互作用过程中，光场对介

质中原子的电极化作用会使原子中的电子在

不同能级之间跳跃，出现了光的吸收与发射

的各种现象。爱因斯坦最早从直观的观点讨

论了这个问题，提出了自发发射及感应发射

系数。对于一个两能级系统，下态与上态波

函数分别是白及白，要描述的电子受光场 .

作用引起在上下态间跃迁就必须用混合波函

数中，通常是用白与冉的线性组合来表示，

I!P: 
中=01白+02币2 (1) 

设白、白及收皆为归一化波函数，且价1 与

收稿日期 1981 年 7 月 31 日.
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白正交:

E2• ψ'2. C, 

ω E2~EI 
o-~ 

Ehψh 01 

图 1

10'11 2+ IO'Jl I2=1 (2) 

当考察的是电子跃迁行为，中1、中2 及中以及

系数 0'1 与 0'2 都必须是时间 t 的函数。 它们

都应满足时间上的Schrödinger 方程:

仿窍~= E1轧品尝~=E价 l
r' (3) 

E ., -E, 
将 (5) 代入(功，并令 ...L:J!Iτ~ =ω。为两能级

间跃迁频率p 化简后把 Õ1 与 C2 仍写成 0'1 及

0'2 可得如下微分方程组:

2ρ1 
也否正 =V1J1 ωswt exp(一叫仰:1 I 

r (6) 
.θ0'2 ..* ___ .. .. ___ f~ .. ..\ rt 437 =dsmd expoω。 t) O'1 J 

方程(6)与LondonR. 导得的一样阳。London

用与量子力学相似的方法，令 '=0 时原子下

态有一电子，而上态出空，代入后很容易导得

量子力学的微扰解:

sïrr ~ (ω。一ω) 剖
。2(t) = 1 V12 1 2 __ ;-2--L (7) 

(ω。一ω)

London 又在 ω=0 情况研究了 (6) 式，显然 ?品芬=川 、飞j
- 这不是光场微扰的情况p 意义不大。Solzman.

因为 O'1 (t) 及 O'2 (t) 代表了电子在#时间占

据归与白能级的几率振幅，因此若求得

O'1 (t) 及。2(功的表示式，从(1)式就确定了系

统的波函数轧电子随时间而运动的情况就

完全知道了。

通常，在正弦变化电场扰动情况下多数

采用与时间有关的微扰理论，熟知的辐射黄

金定律就是用这一方法求得的，此外对于不

同性质的微扰场还有绝对微扰法及突变近似

法等凶。 如果假定原子系统用量子力学来描

写， 而光场或电场是用经典电磁场来描述，则

两能级系统受电场 Eo ∞s(kz一ωt) 的作用下 J 

可导得如下方程组臼J

. d /0'1\ / E l/l n, V12 ∞sωt \/0'1\ 
'b -.I 1= 1 11 

dt \O'rJ 飞 ds ∞sωt E/元 /\0'2/
(4) 

eEnX 一-V12 = -t且， X12 为跃迁的偶极矩阵元。

文献[2J应用了 Floque也微分方程定理导得

无穷阶行列式来讨论这一方程的解。此外也

有人(3-5J 讨论过此方程的解，似乎都不理想。

今将 (4)式作如下变量变换:

ÕJ. (t) = 8-i~，tjnO'l(t) (5) 
C2 (t) = e-iE,tjn02 (。
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W.R. 曾经用数值计算讨论过这组方程[7J。

下面我们在各种情况下求 (6) 式的解析表达

式。

二、辑合方程的解析解

在精合方程组 (6) 中若令

h(t) = V12 ∞swt exp(-iωot) 

及 j2 (t) = ν;2 ∞swt exp(iωot) > 于是可写成:

.80' 二 1
/1 (t) 0'2 = 也 寸兰|

~.: r (7) 
• 只川 l 

/2(功。1习习~2 J 
将第一式对 t 偏微分，然后用第 2 式代入消

去 0'2 便得如下表示式:

2年一生主.80'二十/1/20'1 =0 (8) 
ðt2 θsθt 

显然:

/1/2 = 1 V12 1 2ωil wt 1 

生1丘~= 一 " 怡川"叫f 一 ir，κ ~ (阶9的) 
θ苦口)

故得 0'1 的微分方程式为:

820 , . / 、 元门-
ðt2二十 (ω tg wt+iω0) 万丰

十 1 v121 2 ∞s2 wtO'1 =0 (10), 



同理在方程组 (7) 中消去。1 可得关于 O2 的
微分方程式:

θ202 I (" +~ . .~ .: . .飞 θO2
万f，2'-俨可…一〓0; ôt 

+IV12 1 2 o佣2ωt O2 = 0 (11) 

(10) 与 (11) 都是线性微分方程式，由于存在

正交关系。)，因此解方程 (11)或 (10) 中一个

就可导出另一个解来。现在分两种情况来研

究它们的解。

(I)当考虑在外场刚加入瞬间3 这时 tc!!'

'0 附近有 |ω tg Cùt 1 <<1ω。 1 ，上面两微分方程

可写成:

θ202 : . ôO 
亏了一ω0万主 +Iv叫 202 = 0 (12) 

这就过渡到常微分方程了，很容易得到它的

通解为:

马=AetMω [(4I V12 1 2 +ω5)飞+ψ]
(13) 

， 式中 A 及伊为积分常数，由初始条件确定

〈初始条件为 t =;o O， 01 (t) =1, 02(t) = 0 及
ôO~ 备飞

' 五三= Vi2 ) ， 于是积分常数是

ψ=旦 A=-.-. ， -2i 1 V12 1 
2' --但 1 vllI l 2+ω5) 1/2 

(13) 式便是

O~ =~2i l v叫 8仨叫
(41 V121 ll +ωõ) 1/2 -

×血 [(41 V121 2 +ωÕ)1/2去]

k因此电子占据上下态的几率便是:

l仇 |2 = 4 I V121~ 1 
4 1 v叫2+ω3i

×归2[ 但 I V.l21 2十份阳去] I 
./ 01 1 2 = ωL ~ ~ 

4 1 V12 1 2十ωZi

+~1 V1212! 
41 V12 1 2+ω;l 

×时[ (41时十CùÕ) 1/2 去] J 

(14) 

(15) 

(16) 

图 2 是 (16)式的曲线" (α) 图是 I V1211ω。 =1

的情况， (b) 图是 I vllI llω。 = 0.3 的情况p 图

中我们只描绘曲线的 ωot = l 的以下部分。 由

图可见当外场较强的情况下p 由于曲线斜率

较徒，因此跃迁得也更快。 满足 (16)式的条

件是 ωt<<号，如果是共振激励，则此条件便

是 ωt<<l。正如引言所述， London 也曾导得

(16)式阳，但是他是在假定 ω= 0 的情况下获

得的，这只表明静电场的作用3 并不表明属于

光场与原子相互作用的情况。

1 

。 ， 5

6 

图 2

1 

Iv" I --国0 ， 3
~。

(II) 在时间 t 较大的情况下，当

|ωtgω 1>> l iω。 1 ，

这相当于 ωt 接近豆豆豆…附近，于是 (10)
2 、 2

与 (11) 式中句。因子可略去，便得z

Ô20~ 只门-
3EL+ωtg Cùt石主

+ IV12 1 2 ∞，ff!Cùt O2= 0 (17) 

令 ωt =T， 上式经变量变换后便成为:

θ2C2+tgTθO2 十 1 V121 2 ∞，s2T02 = 0 
θT2 θTω2 

(18) 

作如下变量变换:

v(u) =02(T) , u = sinT (19) 

代入 (18) 便得:

'/)"+ IV1:1 2 V= O 
Cù2 (20) 

所以

←A1 ω(与lu十伊1) (21) 
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故最后得(18) 式的通解为:

02=A1 COS{与1 8Ín叫1} (22) 

式中 A1 及伊1 为积分常数。 由初值确定〈若

t = to 时 102 1 2 = / 乌/~，窍生 10 =O~o) ， 贝μ1
及机便可解得:

轨=-町" +rr{ σ与〕
w 飞 / 02 / 0 C08 ωt;; J 

-lt:旦1 8Ín ωot
w 

A1 = 1川/叫与1 8Ín ω川1}
因此上下态的电子占据的几率是:

102/2=Ai∞叫且&sinwt+伊1~ 1 

(23) 

、 rJ I " H24) 
|矶 1 2 =1-Ai cos2 十艺上 8Ín叫i↓1

图 3(α)是占21 =1 的曲线， (b) 是且4
Wo Wo 

=0.3 情况下的曲线。可见弱藕合情况下粒

子分布变化也较平缓。

11 
IC;j' 
与L_O.3

O. 
A，-! 矶'。

2 叫

(α) (b) 

图 3

二、有阻尼情况下藕合

方程的解析解

2呗

上节我们讨论的两能级系统只有受激吸

收与受激辐射两种情况，并没有考虑上能级

原子的自发辐射，如果考虑这情况可引入阻

尼系数γ 来表示3 而有阻尼情况下的糯合方

程为:

V12 0ωωt exp(一ωot)02=iÓ1 1 
} (25) 

山 C08 wt exp(i时)01 -;'γ02=iò2 J

消去 01 或 O2 可得如下微分方程:

.198. 

ô20二、万FL+ 飞ω 馆ωt+γ+iω0)等 1
+ 1 V121 2 ∞S2ωt01 = 0 

等三十 (ω 如川一叫)号 !(26〉

+ (/ v12l 11 ∞，s!l wt+γ(ω tgwt I 
-iω。))02 =0 J 

可以看出当 γ→ 0， (26) 便自动变成 (10) 及

(11)式2 过渡为无阻尼的情况，类似于对糯合
方程的解析解，我们分别不同情况研究 (26)

式的解。

(1) 在外场刚加入瞬间 t "，， 0， 关于白
的微分方程可写成:

20 θO2 为户 (γ-iwo) V;/ 
+(1γul2-4γω。)02 = 0 (27) 

其通解为:

02 =A卢卢缸叫{(刨4钊|μv叫

-(川ω均ωdωρJ川)2η)泸m咛/p2÷十坤叫伊斗} I (28) 

若 t = O， 0 1(0) =1, O2(0) = 0, i02 =山，则

可确定 A、伊为:

伊 = 0， A=~-i2v~2 (4/v叫 2一 (γ+iω。) 2) llll 

(29) 

将 (29)代入 (28) 式便得:

O2 
-i2v~2 

(41v叫 2一 (γ+iω。) 2) 1/2 

×卢te音飞{(41 v叫

-ω+iω0) 2) 明专} (盼

应用 (2)式可得粒子分布的几率为:

102/
11 = 02 0 ; -<1__ I~ / V12 /2 

4/ v12 1 2 一 (γ2一ωõj

X e-')'t {ch bt - C08 αt} (31) 

2 1 v12 12 
101 / 2 =1一 / O2 /

2= 1-
4/ V121 2 一 (γ2一ωõ)

xe-忖{chbt一∞sat} (32) 

其中



α =手言 [4 1川一 (γll-WÕ)

+、/(4 I v叫 2一 (γ2-WÕ)) lI +16γ2ωõ] 1/9 二

(33) 

b =古川h叫川叶2斗J沪|户卜2一 (y2-w川一叩叫ω叫呻õ)盯)

-(刨4纠|ν叽丰2 1 9一 (ωγ2 一ωwõ)切)汀]严1/2 (3剖4)

向若阻尼很小们γ《t乞P并且时阳满
足关系|阳ωt培gωωt叫1 >>lyγ 一缸均叫1 ， 则方程 (27) 自

然变成方程 (17)，于是 (22)式的解仍可应用

于现在的情况。

四、强场作用情况

在无阻尼下 γ=0，并设 t〈tp 川ωt
2ωt， coswt~l， 方程 (11) 可写成:

820" . 9/.ω。\负n
万二十叫一也ZEj石主+ IV121 202=0 

(35) 

作变量变换，令 ω(t-i 卫生 ) = T， 则得:
飞 W / 

2 82ρ 80 
ω 万去+ω2T挝+ IVllll2 0 :1 =0 

(36) 

再作变量变换句='11.8丁俨，则 (36)式的一次
导函数被消去3 微分方程变成:

记

其中

山(且2l1;1一…- ! T2)U=0 (37) 
也』

4u"= (T2+ α)u (38) 

41 V121' α=2一~一= -2 (2n+1) (39) 

h= 自然数，
(39)式第 2 个等号是命定的，这样指定后积·

分便可进行，同时也不失普遍性，因为饨的大

小直接与 Iv叫 2 大小成比例。 于是 (40)式使

过渡到韦伯方程阻，其通解为:

俨户卢H，.(去) (40) 

最后得

02 = 2-!n e-!w' (t-.告) 2

叫仆fL) (41) 

故得几率函数是:

1021 2=O!l 0; = 2-" 6-ω
，'(t'-:D IH,. 12 

(42) 

式中 H，. 为倪阶厄米特多项式，其性质是熟

知的山。 当优愈大，亦即 I V12 [2 愈大，换言之

在甚大的强场作用下3 几率函数由更高阶厄
米多项式描述2 其随时间的跃迁跳变更为激
烈。

式:

五、共振激励条件下

这时 ω2ω'0，方程 -(11) _可以写成如下形

820~ , ., Ô川一←寸主+ω。 (tgωot-i) 一一旦
ôt" θs 

+ I V121 2 ∞82ωot O2 = 0 (43) 

并且

(tgωot-i) = secωot e句 1

乒arc培二三 I wo. 

(44) 

考虑光场加上瞬间， t-O， 伊=一去所以俨

= -i, (43) 式变成:
θ20'J ~..θO2 
万F一…o ""'''WO" ðt 

+ I V121 'J∞S2ωot02 =0 (45) 

作 t=iT 的变量变换， (45)便是

82ρ 一 到σ，
一一~: +ωnsech ω。T一一主
θT2 

， ~V ~~~~ ~V 

θT 

- I V1'J 12Ch2ωoT02 = 0 (46) 

再作如下变量变换:
1 fT 

0:1叫 (T)吨 i-言Joωo sechωoTdTJ 
(47) 
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式中 a、 b 为积分常数，可由原子系统的初始

状况决定。 (47)及 (50)便是共振情况下糯合

、 方程之近似解析解。
(48) 

得
-
4

去
问
消

7

即

J

数
十
导
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-
m

次
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z

的程方酌
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