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提要:对复杂光学系统证明了光线矩阵元表达的衍射积分是旁轴波动方程的准

确解。将其应用于高斯光束和谐振腔模式的研究，取得若干新的结果。
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Abstract: It is proved in a complicated optical sys始m that the di壶raction integration in terms 

of ray matrix element is the right sollltion !for paraxial 吨uation. This is usedωin vestigate 

Gaussian beam and resonator modes and some new results have been obtained. 

一、光学系统的衍射积分

这里所说的光学系统不仅包含常规光学元件，而且还有折射率和增益二次型分布的介质，

透过率为高斯函数的"高斯光阑"以及反射率为高斯函数的"高斯反射镜"等。对于这种系统，

经典的菲涅耳衍射公式不能直接应用。但是，按照 Collins[1]的方法能够导出一个普遍适用的

衍射积分。如图 1，当衍射空间包含光学系统时，我们仍

然确认惠更斯二次子波的概念是正确的，只是子波的形

式不再是均匀球面波，而应修改为 Eoe'k，Ø(f句;即}。 φ 是从

场源点也η) 到观察点(句)的程函， Eo 是幅度，元。是真空

中波数。衍射场协(句)则是所有子波迭加的结果:

中(句) = \' \ F(~η) • E Oe'k.lþ(阳刚d~dη。
图 1 光束通过光学系统的衍射 JJ 

d 

严格说来 Eo、 φ 满足广义程函方程阻，但在几何光学近似下可以很大的简化并求出解析解:

tþ(~η; 叼) =80 + ...,ln [A(~2+俨) -2(~x十TiY) +D(~+俨汀 Eo= -j/λoB。
2B 

式中 .ABOD 是传输系统的总光线矩阵元， 80 是沿中心轴的光程。所以衍射积分具有下述形

式:

收稿日期 1979 年 5 月 14 日.
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tj ..1.0 0 r( "r.I / ; , i~~.[A({饵~')-.
中(叩)=一τfEe仰。JJ F(gη)e 苟 句句。 (1) 

在轴对称系统中化为:

中的 =-J主/ko (叶，) roo 

F(ρ)/哈勺。(kWr/B)仰。 (1)'
J ÀoB - )0 

下面将证明，上述衍射积分是旁轴波动方程的准确解，而且可推广到 ABOD 是复数的情

况，因而普遍适用于复杂光学系统。

首先考虑介质连续分布的情况。典型代表是"复数类透镜介质"它的折射率和增益(或耗

损〉均为二次型分布，并由下列复折射率描述:

何用 。

n= 倪。-2俨。

此时，光线矩阵为z

(~叫咱ztindz}
o D 飞-.jnon2叫Zz ∞s~z J 

将它代入衍射积分，不难验证 (1)' 式恰好是下列波动方程的积分解:

刑十2jko怕在一加州=0。

均匀介质中的菲涅耳近场衍射是这里的特例。

(2) 

对包含离散光学元件的系统，情况要复杂一些。由于存在介质分界面，对波动方程来讲需

要分区考虑边界条件问题。但是，对积分表达式(1)来讲，已隐含了场分量连续性的要求，边界

条件将自动满足。下面以包含单个离散元件的系统为例进行讨论。

元件的边界条件就是它的透过率，我们假定为

T(xy) =e-fkμ川WZF，|
T 

其中 F 可以是实数、虚数和复数，分别对应于薄透镜、高 -_OÞ,-

斯光阑和高斯反射镜。它离入射面的距离为码，离观察 | 

面也，如图 20

从入射面到元件前表面以友从后表面到观察面都是 仁-da-1
自由空间，前已证明波动方程的积分解为: 图 2 包含单个元件的光学系统

白(的仇)= 一土[ω[μ队非白0以耐(传仙ω5如ω仰η吩咖)e击告?…叫+叫w帕刷…‘ρ山川川)忡川+刊咐叩{何z

λ矶但

如(中一忐H棋协l)e先…→……1/')] d础，
g 

考虑到 tþi (岛的) =T(问yl) •白 (XtYl) ， 可得到衍射场白和入射场中。之间的直接关系z

白(句)=(号r在fHH叼ko[(去+去一封号丝一(云+去)同

+(z +去)Yl ]叫做)响。(如)e岳阳'吮!冉的制 (3) 

当元件的孔径 f!t 对光束不构成有效光阑时，可认为积分限扩展到无穷。利用泊松公式求得:
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r r ( ... )仇d'!h = ~.?Âorhd2 呵J， -jk~r生-(Ç2+η勺
但 由叫一平与/川一平/出

+2伽rl'Y) +去(忽甘) J}, 
代入 (3)式，并将结果写成 (1) 的形式，我们发现对应的系数为:

(~们叫F 川-44/F)( - ~.~-: - 1 (4) 
o D 飞 -l/F l-rh/ F / 

恰好是从入射面到观察面的总光线矩阵。这个结论容易推广到包含多个离散元件的系统。

注意到矩阵 (4) 可分解成三个矩阵的乘积，其中元件本身的贡献为:

(AOBo\ (-~/F ~) ) = ( - ~ 10 (5) 
0 0 DoJ 飞 -l/F 1/ 

对于薄透镜， F = J, (5) 化为通常的透镜矩阵;对于高斯光阑，

T(句) = e一(ZHu·〉/。'，

M-2 F 

对于高斯反射镜，

T (xy) =e+ik.(z川ηIRe-("，'坷'〉/b'， 1 2. 2 
F=- R- J 瓦庐'

R 是曲率半径(凸面迎光时为正) ， α、 b 是正实数。 相应的矩阵表达式和文献 [3，，-，町的结果一

致。 但是，他们导出和使用这个矩阵的范围限于零阶高斯光束，准确地说， 仅对 q 参数的变化

起作用。我们这里则是普遍适用的，对光束的函数形式未加限制。元件对光束的影响将通过

衍射积分全面地反映出来。这一区别后面还将具体讨论。

综上所述，我们证明了用复数矩阵元表达的衍射积分满足波动方程和相应的边界条件， 并

且普遍适用于包含连续介质和离散元件的旁轴光学系统。 因而可作为分析激光传输问题的基

本方法而被广泛地应用。作为例子，下面具体讨论复杂系统中高斯光束的传输和谐振腔的本

征模式问题。

二、复宗量高斯光束及广义 ABCD 定律

高斯光束理论对于激光研究起过很大的推动作用。但是，对于前面所说的包含各种类型

介质的复杂光学系统，还没有一个满意的统一理论。 已有的结果(如文献 4"-'11) 大多只适用

于各自特定的传输介质或低阶模式，而且处理方法和表达形式也各不相同。 本文从矩阵元表

达的衍射积分出发，以统一的形式，导出了普遍适用的复宗量高斯模及其传输定律。

为简明起见，考虑、轴对称情况。衍射积分 (1)' 中的入射场函数取下列形式:

F附(仔例俨忖)忏=语击7沪ι以ω(但伽阳2衍俨

W1 是一常数，代表初始光斑半径， q白1 是和 w气1 相关的复曲率半径，即 1/白=1/ Rt + j2/ RWi, 

Lp (x) 是 p 阶拉盖尔多项式。 经光学系统传输后，输出场函数为:
。F 品 D..r- 1 l Io> Â... 

收(俨)=-j 旦与"百万. \. TT~ Lp (2，ρ2/Wi)户'/2(II.e ,- 2B" Jo(kp'f/B)ρdρ。
λB <1 T Jo W了 ρ1
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作变数变换，令:

e=2p2/町 a2=→号(山/q1)，问W1/巾 (6)
上式化为z

帕) =-j旦Lei啡· r∞e-a'{'句~(机Jo(grb)悦。
λB - )0 

为计算式中积分，我们将 Lp (俨)展开为 Lm(α2e) 的级数和:

Lp(t乍主人 p1， . __. (土y(α2一扩mLm (α2t2) , (7) 
,;;'0 ('f) -m; !啊 !\ a2 /

再利用拉盖尔多项式 Lm(α2俨)的贝塞尔变换[12]

f~ e哨'叫m(州Jo (trb)tdt =立32工 e-r'b' /2a' Lm (b2巾2) ， (时
U 

就可得出积分结果。利用 (7)式的逆变换，可进一步把积分结果写成紧凑的解析形式:

f~ e-a吁'吨以5饥(例)f'3~ =斗(1-JLhd-W/冲- ~2 ))产j2a' (9) 
U 飞 a~ I \\ a~ / / 

将 α、 b 表达式代入，得最后结果:

忡忡 1 L (2q叮Wi(A+B/q1) (A+B/qD) r ~-t: Bj7} 1飞;kr'j2q. (10) W 1 (A + B/ q1) .>JP\"., / .. 1 \.L.L I .<J'/ ':1.1/ \~ I .<J' f '{l/ / L A + .B! q1J 

式中 1/q2= (σ+D/白)/(A+B/q1) 。这就是复宗量高斯模，文献中已有的结果均作为特殊情

况包括在内。例如:

ABOD 均为实数时， (10) 式简化为熟知的实宗量高斯模:

忡州)忏=#击τ」升LιF川(但2
对复数类透镜介质， (ο10的)式和文献[防9J 用分离变量法得到的解一致。而且得出了 [9J 中复

、 系数 α (Z) 、 P(Z) 的解析表达式。文献口句提出的"广义高斯光束"实质上是本文的复宗量模

在自由空间的另一种表达形式。

对高斯光阑及反射镜， q 参数和文献 [3 "，5， 10J 的一致。但 (10) 式还能进一步确定任何

高阶模的幅度和位相。

下面对复宗量高斯光束的性质作几点讨论。首先，它是复杂传输系统的本征模。因为它

在传输过程中只有系数 ABOD发生变化，函数形状保持不变。但是通常的实宗量高斯光束

仅在 ABOD 是实数的系统中才具有这个性质。在一般情况下不能保持为本征模。 为了更清

楚的说明这一点，我们利用 (7) 式，将 Lp (2泸/WHA+B/q1) (A+B/qD)展开为实宗量拉盖尔

多项式 Lp (2泸/W~) 的级数和。 (10) 式化为下述等价的形式:

白(川 (11) 

式中

αm= ρ_! __r W2 12m+l r (兰土豆必~ '\一 ( W2 Y~lP-m 
L W 1(A+B/ q1) J L 飞 A+B/q1/ 飞 W1(A+B/ql) / J 0 

由此可见，当 ABOD 为复数时丸 p 阶实宗量模在传输过程中要激发起一系列阶数不大于p 的

杂模，因而场函数的形状将发生显著的变化。但是，有两点例外.第一，指数项上的 g 参数不
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论何种情况，都服从相同的 ABOD 定律;第二，对 p=o 的基模，不论何种情况都保持为本伍

解。这就是某些高斯光束理论只适用于零阶模，而不适用于高阶模的根本原因。如文献 [3 "，5，

8 ",10, 14J 等，尽管研究了增益不均句性、高斯光阑和高斯反射镜，但只考虑了它们对空的影

响，没有认识到它们还会使高阶模不再是本征解，从而 g 不再能全面地反映场函数的全部特，

征。

从上面的讨论可以看到关于 q 的ABOD 定律已不能完善地描述复宗量高斯模的传输规

律，还需要考虑幅度因子和拉盖尔多项式的宗量如何变化。假定在传输系统的截面 1 和 2 灶

场函数分别为:

收p， =Sl.Lp (α?俨2) e阳/2qz;

如， = S2Lp (α2俨2) e;kr' / 2Q.。

那么，可以证明有下列关系:

[/伊(C+Dr/q 〉
α~~jkai! (A+B/ql) [jk(A 、+B/白)+2Bα丑 (12)

S~= , . 1 . r 1+~Bdγ 
2一 (A+B/ql) L - . jk(A+B,/ql) J 

其中 ABOD 是从 1 面到 2 面的光线矩阵元。 (12)式就是广义的 ABOD 定律。

最后，我们指出复宗量高斯模象实宗量模一样也构成正交完备系，两者都可以作为正交展

开的基底函数。因而，可根据其体问题的方便任选一种。显然，存在增益不均匀介质和光阑

时，复宗量模较为方便和简洁。文献口3J 就是一个例证。

， 对直角坐标情况，重复上面的推导可得下列复宗量厄米一高斯模的表达式:

其中，

中""，(句)=收m(均收，. (y) , (13) 

中m(功 = [1 / W l. (A+B/ ql.)]l/J Hm(.J丁fx/W1、/ (A+B/ ql) (A千B/qD)

'x [企业Lr/2dkga叫
A+B/ ql 

点(y) 具有相似形式。

二、谐振腔模式的普遍解 . 

谐振腔的模式理论中，以非稳腔的几何理论和稳定腔的高斯模理论最为通行。但它们都

有一定的局限性，特别是不能很好地解决腔镜或选模小孔引起的有限孔径效应，也不适用于存

在增益不均旬介质和高斯光阑的情况。由于本文第一部分证明了矩阵元表达的衍射积分适用

ι+ 
AB 

GD 

图 3 包含复杂光学系统的谐振腔
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于相当普遍的传输系统，所以自然会想到是否能用来处

理谐振腔问题。研究表明，用这种方法能够获得本征模

的普遍解析解。它以统一的形式描述稳定腔、非稳腔和

包含各种介质的复杂腔的本征模式。由于包含高斯光阑

的腔可看作是小孔选模腔的一级近似，因而还能用来计

算选模能力，并进而研究最佳选模条件。

v 考虑一个一般的轴对称腔，如图 30



本征模满足下列积分方程:

。<Tr. ik ~Dr'(国 Ik..!...D'
γ归的 = -J 手去 e'N 211 ' L tþA(ρ)e'N 211 1' Jo(hp俨/B)ρdρ，

，飞.n JO 

其中 ABOD 是循环一周的光线矩阵元: (AoBoOoDo 是腔内元件的单程矩阵元)

(A B)=/DOW1OVAOAV1 。)
o D/ \00 Ao/ 飞 2/RB 1/ 飞 00 Do/ 飞 2/RA 1/ 

γ 是本征值。和以往理论不同处在于允许 ，.ABOD 为复数。

为了求解积分方程(14)，我们取下列形式的复宗量高斯模作为试探解:

中=L，(.α2伊句 eikrt/坷，

代入方程 (14)右方，按广义 ABOD 定律 (12) ，得循环一周的场:

中'=8'L， (a'2泸) ei"，../2q'。

式中 l/q' = (O+D/q)/(A+B/q) , 
α'2= jha2/ (A+B/ q) [jk(A+B/ q) +2Bα勺，

8' = , . 1 . . r 1 + ~Bα~l\ 
(A+B/ q) L -. jk(A+B/ q) J <> 

根据自洽条件， ψ' 应是 ψ 的重现，即:

(14) 

(15) 

训1=收

因而下列关系必须被满足z

q'=q， α'2 =α2γ=8。

由此可得z
q
4 

/ff B-L 
+
一
一
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B
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(16) 

?,,,= [号主叫(号主r -1 ]川。
这样，我们就得到了方程 (14) 的解析解:

哈冉妒p=L"罩=L.ι，，(协j井价h加俨2 飞注马刮江缸:2切j忽2~)沙e;俨j阳w叫/βι2

上列各式中的正负号根据 Iμm{μl/q} >0 的要求来选取。 (16) 和 (17) 式构成了谐振腔模式的完

整解答。

(17)式也可以用实宗量拉盖尔函数的级数和来表示:

冉的 =eJ阳/勾.艺创L"， (2泸/W2)

b_- p!. r lA+B/ q) (A+B/俨)-!.1"-'" 
刑一 (p一例) !呐 !L 1一 (A+B/q) J 

(18) 

W 和 q 相联系:

l/q = l/R十俨/kWJ。
在直角坐标系中，重复上面的推导，我们得到用复宗量厄米函数表达的本征解:‘

中酬(句) =-H"，(ω)H，，(α，y) eJk("'+r') /2q (19) 
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γh酬=[口阳1ν叭/κ(A十+B/qω川) L 2 . 'v \2 / - J 

上述结果适用于相当普遍的一类谐振腔，腔内允许存在共轴光学元件、折射率和增益二次

型分布的不均勾介质、高斯光阑和高斯反射镜等。所得解析解不仅概括了文献中已经有的许

多结果p 而且可解决若干新的问题。下面作几点具体的讨论。

1.通常所说的稳定腔和非稳腔都只是上述普遍腔的特殊情况，它们的本征模式都可以从

上面的公式统一地推演出来。例如:

对理想的稳定腔， ABOD 都是实数，且 IA+D 1<2。此时，

由 (16) ， (17) 式得:

的」二兰土j lJ1一 (D;:A 了，2B ~J B 'V \2 /' 

2 . 1 九 /D+A \
kW2 

= -r B飞/产一飞一亏一/

本征模式: 如(俨) =Lp (2泸/W2)e仰，空气

本征值: γp = e- i (2p+l)Arg (A + B /的。

这是早已熟知的结果。

对理想的非稳腔， ABOD 也是实数，但 IA+DI>2。这时

D-A . 1 /1 D + A \:.1 
1/q=1/R=一一一土~../(一一一)一x -, -- 2B ~ B 'v \2 / 

是纯实数。所以零阶模为:

中。('1") =ej加'/2R。
这是一个振幅均匀的球面波，它的波面曲率半径循环一周后保持不变，而场的幅度变化γ 倍。
γ 是本征值，亦为纯实数:

γo=1/M， 

4+D. // A+D \:.1 
M=A+B/白=一言一土旷{一言一)一

恰好是非稳腔的放大倍数。至于p>O 的高阶模，由于 γp= (1/M)2P气因而损耗很大，实际上

不能存在。

2. 对于具有高斯反射镜的谐振腔，从 (19) 式出发并利用矩阵表达式(5)及厄米多项式的

展开式，可以证明和文献口1J 的结果完全一致。但本文的推导过程和表达形式要简洁得多，

而且适用于腔内存在增益不均匀介质和高斯光阑的情况。

3. 当 ABOD 为复数时，通常的稳定腔和非稳腔理论不再适用。从上面导出的普遍公式

看出，不论腔的几何参量取什么数值， 1/q 恒为复数，本征模一般都是拉盖尔一高斯函数的复线

性组合。因此就无所谓"稳定腔"和"非稳腔月了，两者的明确界限消失。这种腔的模式一般说来

既不是通常非稳腔的模式一一因为强度分布是不均匀的;也不是通常稳定腔的模式一一因为

等相面不是球面。本征值是模数小于 1 的复数，因而损耗比稳定腔大比非稳腔小。对于这种腔，

正如文献 [10， 14, 15J 等所指出的那样，用模的微扰稳定性 (Stab山也y) 来描述腔的性质比原

来的"稳定" (Stable) 和"非稳定" (un的able) 更为合理。
4. 包含高斯光阑的腔不仅在实用上是一种模选择性较好的腔，而且在理论上也有较大的
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意义。因为一个实际的谐振腔通光口径总是有限的，并且往往包含选模小孔。迄今为止，对这

种腔除了数值解外，还没有满意的解析结果。然而高斯光阑可以近似地描述有限孔径效应，而

且已经导出了解析解，因此所得结果能够用来定量地分析这类实际的谐振腔，得出用其它方法

不能得到的结果。例如，我们对共焦腔和非稳腔求出了选模能力随小孔孔径和纵向位置变化

的关系，以及小孔对基模光斑尺寸和波面曲率的影响等。

本文的工作表明把光线矩阵的概念引入衍射积分后，复杂系统中激光传输问题就归结为

对 ABOD 和复多项式的简单代数运算。这种方法既适用于连续分布的介质也适用于离散元

件。可以预期将有更广泛的用途。
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