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直角棱镜象散谐振腔的分析

方洪烈

(中国科学院上海尤机所)
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固体激光器的激活介质由于激光束的自

聚焦容易破坏，从而妨碍了输出功率和能量

的提高。 理论分析[1， 2) 指出采用椭圆光束工

作时，有可能提高激活介质的破坏阔值。实验

表明(3) 激活介质的破坏阔值能提高达 100

倍。 此外，我们的实验证实ω象散不稳定腔

在大器件上也可以提高破坏阔值，从而获得

更高的输出能量和功率。

激光器输出光束的质量与谐振腔密切相

关，理论田和实验[Gl都表明直角棱镜不稳定

腔激光器具有良好的特性。 看来对直角棱镜

象散谐振腔作一个分析是有益的。

二、问题的公式化

我们的分析利用 [7J所完成的方法。 [7J

中指出对于轴对称谐振腔的特征态是由腔内

可存在的特征光线汇来描写，此光线汇满足

一个矩阵方程

IX \ IX \ 
D( 11 ) =M( 11 ) (1) 

\ 8/ \ eJ 
其中 D 是谐振腔往返一周的变换矩阵;列矩

阵。是光线汇中每条光线的空间坐标;M
是特征值，对于点光束腔是光束口径在腔内

往返一周的放大倍数:对于高斯腔是与光束

参量有关的量。

对于非轴对称的系统，光线在 X 方向与

Y 方向经受的变换不同，因此不再能利用二

阶矩阵来描述，而必须使用四阶矩阵。

首先考虑任意一个四阶矩阵

I Dll D12 D13 D14 \ 

ID时 Doo Do, DOd \ 
D=I ι 叩叩"~ I (2) 

\ D31 D32 D33 D34 I 
\D41 D42 D43 D44 1 

它的特征方程是

D的(D-MI) =0 (3) 

其中 I 是单位矩阵，而 Det 符号表示行列式。

因为 D 是四阶矩阵， (3) 便是M的四次方

程，详细写出如下:

M4_Sp(D)M3+D的 (2) M2

-Det(3)M+D的 (D) =0 (4) 

其中 Sp 表示矩阵的迹，而

D的 (2) =Det(12)+D的(13)

+Det(14) +Det(23) 

+Det (24) +Det (34) (5) 

和

Det(3) =D的(123) +D的(124)

+Det (134) +D的(234) (6) 

其中符号 Det (13)表示由矩阵 D 的对角元素

Dll 和 D33 为对角元素以及相应编号次序的

元素构成的二阶矩阵，其体写出是

I D" Dn \ Det (13) = [ ~~~叩 i
\ D31 D33 J 

余此类推，同样有
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/ Dn D12 D14 \ 

D的 (124) = I D21 D22 D24 I 
\ D41 D42 D44 / 

等等。

对于理想光学系统

Det (D) =1 (7) 

方程 (4)是一个倒数方程(详见附录)，又因为

方程 (4) 中的常数项等于 1，我们可以知道方

程 (4) 的根必定是成对出现的，而且每一对根

的乘积等于 1。 这样的两个根对应着在谐振

腔内两个方向上传播的光线汇的(互逆传播

的)特征值。 而两组根的每一组分别描写光

线在 X 方向和 Y 方向的传播情况。当两组

根是重根时，意味着光线汇在 X 方向和 Y

方向的传播情况是相同的，这就是轴对称的

系统。

对于二阶矩阵，如果根是实的，说明光线

汇是一个点光束，谐振腔属于点光束腔(包

括不稳定腔、共心腔和平行平面腔)，否则是

一个高斯光束，谐振腔属于高斯腔(E!P 稳定

腔)。对于四阶矩阵来说，两组实重根表示

腔的特征态是一个空间点光束:两组不重实

根表示一个象散点光束，两组重复根表示一

个空间高斯光束;两组不重复根表示象散高

斯光束。一组实根一组复根时表示它在一个

方向上是点光束而在另一个(垂直于前一

个)方向上是高斯光束。关于点光束的发

光点或高斯光束的腰斑的空间位置的确定

见 [7J 。

上面的讨论还有一个前提必须指出，这

就是两组根分别只与两个坐标方向 (X， Y) 
的参量有关，而与另一个坐标方向的参量无

关。 如果两组根都分别包含有两个坐标方向

的参量时可分为两种情况:①如果将坐标

XY旋转一个角度以后能使两组根都只与

一个坐标方向有关时，上述讨论仍然有效。

②否则可能发生一个坐标 X(或 Y) 相对于

另一个 Y(或 X) 的旋转，此时 X 和 Y 不再

是直角坐标系了。
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三、棱

现在我们来讨论-h样的谐振腔，见
两块全反射直角棱镜和一块象散

透镜构成。 象散透镜在两个主方向的光焦度

分别是以某方向〉和中(另一方向〉。 光焦度

为 φ 的主方向与两棱镜棱线的夹角分别为

矶和仇。为简单计假定透镜是薄的。 透镜

到两棱镜如图 1 所示的参考平面的距离分别

为 α 和 b。两棱线与 Z 轴垂直。 选三个坐标

系如下 O-XYZ 的 Y 轴平行于镜 1 的棱

线，。一X"Y"Z 的 Y" 平行于镜 2 的棱线，

O-X'Y'Z 的 Y' 轴平行于透镜的光焦度为中

的主方向。 因此 Y-Y' 方向的夹角为矶， Y'
Y" 之间的夹角为钱。 它们之间的变换关

系如下
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如果考察的是空间光线，它的空间位置

可用 X、 Y、。、￠四个量来描写(7) 它可以写

成列矩阵的形式如下:

-LBEll-'/

, 

X
Y
O

，
φ
 

，

t
t
t
t
E
E
E
B
E
E
-
-
飞
飞
、

(10) 

那么，棱镜 1 在 Q-XYZ 坐标系中，棱镜 2 在

。一X"Y"Z 坐标系中的反射矩阵是

(1000) o 1 0 0 
(11) o 0 1 0 

o 0 0 -1 

透镜在 Q-X'Y'Z 坐标系的矩阵是[见(12)1
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O \ / C1 81 0 0 \ /1 

o 11 - 81 C1 0 0 11 0 

o 11 0 0 C1 81 1\ 0 

11 \ 0 0 - 81 C1 / \ 0 
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XI 11 
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(1O OO) o 1 0 0 

士φo 1 0 

O 士中 o 1 

光线传播距离 L 的矩阵是

(10 士LO)o 1 0土L

o 0 1 0 

o 0 0 1 

其符号规则如下: 光线沿 Z 方向传播时距离

取正号，反向传播时取负号;光线与 Z 轴的

夹角 θ 与 φ一律取锐角，由光线转向 Z 轴为

顺时针时为正，否则为负;汇聚透镜是正，发

散透镜取负。

对于参考平面 1，光线在腔内往返一周

的变换矩是[见 (14)J
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其中

tIIIll--/ 4
4

组

I

A
h
均

J
A

O 飞 / Cl -81 0 0 \ 

α 11 81 Cl 0 0 \ 

o 1\ 0 0 Cl -81 1 

1/ \ 0 0 81 C1 / 

(14) 

ι=∞82θ1 ， 8i=8i丑 2θ1; ) 

C~=∞82θ2， 马 =8国 2θ2; I 
g=l一αφ， h=1-b队 l

α =1一α中， β =1 -b中 J

(15) 
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Dn =cM(2gh-1) -si吨 (2αβ-1)

-sii2 (gβ+αh-1) ， 

D12 = -sic~ (gh+αβ- 1) 

-cis~(gβ+αh-1十β-h)

+sii2 (gβ十αh-1一β+h) ，

D13=2cMg(αh+b) -2sMa(αβ+b) 

-i1saα(αh+b) +g(αβ+b汀，

D14 = -i1吨 [g(αh十的 +α(αβ+的]

-cii2 [α(αh+ b) +g(αβ+b汀，

D21 =sic~(9h+αβ-1) 

一 sis~(gβ+αh-1+β-h)

+cis}(gβ+αh-1一β十h) ，

D22 = -sM (2gh-1) +cM (2αβ-1) 

-44 (gβ+αh-1) ， 

D24 = -sMg(αh+ b) 

+2cMa(αβ +b) 

~(16) 

-sisk[α (αh十日 +g(αβ+b汀， ! 
D31 = -2cM印+2sMβ中

+i1S~(h中+βφ) ，

D32 =8ic~(/;叩+β中〉十 cis~(h中+βφ) ，

D42 =2sMhrp-2cMβ中

+si吨 (h中+β伊) 0 ) 

对于矩阵(14)不难求得:

Sp(D) =40082θ1 0082θ2(gh十αβ-1)

-48国 2θ18în2θ2 (g，β+αh-1) 

=2A, (fl ) 

Det(2) =A2+2吨2[1-2(gh一αβ)2J

+2吨2[(gβ十αh-1)2一 (β-h)2J

- 4cisic~s~ [(gh+ αβ) (2- gβ一αh)

+ (gβ+αh)(2 -gh一αβ)J

一 2ci2s~2[gh(1一αβ)+αβ (l -gh)

+gβ (l -gβ) +αh (l 一 αh)

+(gβ一αh) (β-h) J 

+2si2吨2[(gh+αβ)2

一 (gβ十αh)(gβ一αh)

+3(gβ一αh) (β-h)J 

-28i2c~2[gh(1-gh) +αβ(1一αβ)J

=A2+Bo (18) 

特征方程 (4) 变为:

• 20 • 

得:

M4_2AM3十 C-N+B)

(19) 

为了求解(19)，我们用 M2 去除方程 (19)

1 , :l M2_2AM +A2+B-2A一+τ<;=0， (20) M' M 2 

引入量:

Q=M+去。 (21)

将 (21)代入方程(20) 得:

Q2-2AQ+A2+B-2=00 (22) 

由 (22)求得

Q=A士 气/ 2-豆 (23)

(23)代入(21) 求得:

M=JL Q土~ v'Q王-4 0 (24) 2 'V~ 2 

由腔的理论m可知，点光束在两个方向

上传播时放大倍数是互为倒数的。不难看出，

由 (24) 式决定的两个根 M 的值是互为倒数

的，因此这两个 M 值是在同一坐标方向上两

个相对传播光束的放大倍数。 光束在相对方

向上的放大倍数互为倒数，这是光路可逆定

理的必然结果。 由 (21)式我们知道Q是这两

个放大倍数的和。 因此，由方程(22)所决定

的两个不同的 Q反映了腔在两个不同的坐标

方向上(X 和 Y) 的特性。如果 Q 具有重根，

则腔具有轴对称性质，否则腔是非轴对称

的。

四、棱镜象散腔的稳定性

文献[7J 已经指出，稳定腔的特征态是高

斯光束，不稳定腔的特征态是点光束。

假使谐振腔是一个点光束腔， M 必须是

实数。这就要求Q是实数，同时要求

Q2-4;;;;;'0; (25) 

而且 Q 是实数又要求

2-B;;;;;.00 (26) 

如果(26)式不满足，腔就不可能是点光束腔。

但这只是必要条件而不是充分条件。下面讨



论几个特殊情况。

(1) 两棱镜棱线彼此平行和球面透镜的

情况。这意味着如下的条件是满足的:

:::二;;:二;;:)σ
tþ=φ(27)' 

此时特征方程(20) 变为:

2十 ~: 2 -4(2gh-1)( M +乌
且11 2 ~ '-;7\ ~MJ 

+4(2gh-1)2十2=0 (28) 

此时 Q 具有重根

2(2gh-1) . (29) I 

这说明腔是轴对称的，与假定相一致。 M 等

于

M=2gh-1土 ... ,/ (2员工1)2工工 (30) 

这正是通常讨论的情况。

(2) 棱线平行与象散透镜的组合。此时

条件 (27)' 不成立，而 (27)成立。 对于这种情

况有

A=2(gh+αβ+1) ， (31) 

B=2[1-2(gh一αβ〉勺。 (32)

Q 有如下的根

(Gz4μ1 r -, (33) 
Q2=4αβ-1。

由 (33)式我们看 Q 具有不重根，这是腔在 X

方向与 Y 方向不同的反映。 而

M1=2gh~1士、I (2gh-1)2--':'f 1 
-:::-~~~ r (34) 

M2 =2αβ-二 1土气/(2αβ-1)2-1 J 
(34)式表明腔在 X、 Y 方向上是不同的。它

有如下三种可能的情况:

①当条件

(2gh-1)2-1~0， 1 
~ (35) 

(2αβ-1)2-1~0; J 

满足时，是一个象散点光束。

②当条件 (35) 不满足时是象散高斯光

束。

③当条件 (35) 中只有一个满足而另一

个不满足时，是点光束和高斯光束的混合光

束。

(3) 我们讨论一个十分特殊的情况，即

一个柱透镜，它的母线平行于一个棱线，两棱

线的夹角为 π/4 的情况。 此时

C~=O ， 8~=1; 1 , -. ~， ~ (36) 
ci =1, 8~=0; J 

以及

中=0 0 (37) 

此时点光束谐振腔的条件是

2-2gh一 (1-g)2~0 0 (38) 

这样的条件用 g-h 平面上的 III、 IV 区域来

表征(详见图 2)

又因为 A=O， 由 Q2-4~0 的要求可得

2-g~2h， g> O, h < O (39) 

2-g~2h， g < O, h> O (4。

这就是图 2 中的 V、 VI 区域。

由图 2 可以看出，此时的一个坐标轴不

仅发生了平移而且发生了转动。

稳定图上坐标轴的旋转可能意味着象散

光束也发生了扭曲，即可能发生了弧矢面相

对于子午面的转动。

lV 

-2 

JV 

对于透镜的母线和两棱线的夹角都任意

时，腔的特性可能更为复杂得多。

附录

一个饲阶满秩矩阵 D 的特征方程

D的(D-MI)= O (41) 
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是一个 M 的倪次方程，它一般具有形式

M"-Sp(D) M"-1+Det(2)M"-2十...

+( -1)川Det (n-1)

+ ( -l)nD的 (D) =0, (42) 

其中 Sp (D)是矩阵 D 的迹， Det(2)是矩阵 D

的对角元素处的二阶子矩阵行列式的和，以

此类推 D的(仙一 1)是何一1 个子矩阵行列式

的和，而 Det(D)是矩阵 D 的行列式。

由矩阵的理论可知，方程 (42) 的倒数

(去)方程
D的(D)N"一 Det(何一 l)N何一1+...

+ (-1)"一lSp (D)N

+ ( -1)"φ=0， (43) 

是 D 的逆矩阵 D-1 的特征方程。 因此方程

(42)本身是倒数方程的条件， D 必须是自伴

的或反自伴的。

对于低阶的矩阵自伴的条件是可以降低

的，对于二阶矩阵只要行列式等于 1 便是倒

数方程。 而对三阶、四阶矩阵只要矩阵的迹

Sp(D) 等于伴随矩阵 9 的迹 Sp(9) 便可以

了。 因为

Sp(9) =D的(n-1) 0 (44) 

对于光学系统来说，一般是低于四阶的

矩阵，可以证明光学谐振腔的矩阵都是满足

条件(44) 的。 因此光学谐振腔的特征方程都

是倒数方程。

光学系统的矩阵大体分为三类:

(1) 传播矩阵 (13) 的逆矩阵是逆向传播

的矩阵，此时二矩阵的差别在于 L 差一个符

号，即
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I 是单位矩阵。

(2) 聚焦矩阵 (12) 的逆矩阵是散焦矩

阵，此时的二矩阵亦是 φ 差一个符号，即:
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1 0 0 0\ / 1 0 

01001/01 
1 (46) 

U .l υ 1\ 一 伊 υ .l U I 
OtþOl/\O 一中

(3) 反射矩阵(11) 的逆矩阵仍然是它自

己，因此反射矩阵(11)是自伴的。 对于球面

反射镜来说，反射聚焦矩阵的逆矩阵是有同

样光焦度的反射散焦矩阵，但此时二矩阵具

有相同的形式

(10 oj) o 1 0 

rp 0 -1 0 

o tþ 0-1 

因此可得出一般结论:反射矩阵是自伴的。

任意谐振腔的变换矩阵都是自伴矩阵的

乘积。因为自伴矩阵的相似矩阵还是自伴的。

虽然两自伴矩阵的乘积一般不再是自伴的，

但是此时 (44)是成立的。这一点可证明如下。

设 11 αjj 11 和 11 b ;jll 是两自伴矩阵，用 11 A Ij 11 
和 11 BiJ ll 表示它们的伴随矩阵，因此有:

(47) 

αjj=A仇 b;;=BIj 。 (48) 

矩阵 II al111 乘矩阵 11 b;j ll 的乘积的迹是:

Sp( 11句 11 ' 11 b;j 11). =星星 α仇

=~~AiiBj， 

=Sp( II A,111 ' IIBjj li) 0 (49) 

光学谐振腔的变换矩阵的特征方程是倒

数方程这一点是光路可逆的必然结果。
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