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圆的光学性质与圆柱形聚光器的设计

左佳如
(杨州师范学院数学系)

本文研究了整个圆周和局部园弧的聚光规律3 给出了设计圆柱形聚光器的简单

公式。

- 圈周的聚光规律

为了简便起见，我们只研究单位园的聚光规律。对于半径为 R 的圆，只须将单位圆中与

距离有关的量 R倍就成了。

选取单位圆的圆心作为坐标原点p建立直角坐标系 æo'!J (图 1) ，则单位圆的参数方程为

。
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图 1

设 SM 为从点 S(-e， O)(e二功，称 e 为偏心率)射到圆周上一点 M(∞S 肌 sinφ) 的光线，

其反射线与 m 轴的交点为 T(t， 0) ，则

tlP 

旦旦=旦旦L
!οT10SI ' 

、/ (cos 伊_t)2+回n2 伊 v' (c百k干自)2十sin2φ
1 t 1 

化简得 t=~ -
1十 2e ∞s qpo 

(1) 
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因此反射线 MT 的方程为

将 (1)式代入化简得

主二些些旦=旦二些旦旦
t-cos rp O-sinφ' 

f (x, y， 伊) = (sinφ+esin2伊>)x一〈ωsφ+ecos2伊)y-esin 伊=0 (2) 

现在不难证明下述

rx=cosç日，
定理 1. 从单位圆 i -- -.-- T7 (1ψ| 岳王π) 内一点 8 ( -e , 0) (O~e<l) 发出的光线，其反射

l y= Slll rp, 

光线都照射到以点F(~， 0) 为圆心 JL为半径的圆内(我们把这个因称为焦圆)。\ 1-e2' - J n 1=1-"'.' 1-e2 

这是由于点 F(长歹'外到任一反射线(明距离为

|(sinφ十6由2伊trem伊_1=_e21归勾+esinφ!
，..) (sin 伊 +esin2伊)2十 (cosφ+e∞s2伊)2 (1-e2) "')1+e2十如ωsφ

821sin2伊 +esinψ ，.- e2 
、、一

(1-e2) 、/ (sin2ψ+。但伊)2+ (∞s2φ+e ∞S rp)2 飞 1-e2 '

-e土 --/8 十 2其中仅当 cos 2φ+e ∞日伊=0 即 cos伊里 ~。+F 时等号才成立。r -~.. ---r 4 

定理 1所叙述的圆周的光学性质由图 2 可以得到直观的认识。同时我们还看到这个焦圆

F 内切于反射线族 (2) 的包络线。这包络线的方程可

由 (2) 式解方程组:

求得

{μ， Yp 伊) =0, 
f~(X ， Y， ψ) =0, 

( 卢ν仙叫川…∞m叫O佣曰仰伊 M 
!丁寸2e2 +36∞ωs伊 (1例如) (3) 

Y=~e- 创丑。 rp

1 +2e2+36 cos rp 。

从点 8 (-e , 0) 射到点 M (cosψ， sinφ) 附近一

段圆弧上的光线经反射后所成的象就位于点X(Cφ)，

Y(的)处。例如射到点 M1， 2C土 1， 0) 附近的光线经圆 图 2

I e \ I , i. 1 
弧反射后所成的象就位于点 81 ，2\1;2e'0) 处(当 e=2" 时P 点 82 在无穷远处p 这时反射光

线趋叫;射到点 MS.4 (-e， 到口)附近的光线经圆弧反射后所成的象位于点品，4.
(e(1-2e2) ， 土 2e2 ，..)τ-e2 )处。因此包1络线 (3)是这些象点的集合p 我们把它称为圆的象点曲

线。所有的反射光线都照射到象点曲线所围成的区域内(当κ扫)或者象点曲线与单位困
所围成的区域内(当 tq<1时)。
顺便指出，刚刚列举的四点川2、川往是象点曲线的四个尖点3 因为在这四点处p 穹

.36. 
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&2 _..__ /___ . _, /___ . _ ___n \ ^ dY 6132 
=玄矿也φ(∞S 伊+e) (c佣伊+eωs2φ)=0 一出一~S问(c则十e) (sin伊+e由2伊) =O(其

'句 K2

中 K=1+2e:a十3e cos q;) 。这四个尖点是象中特别明亮的地方。

二、圆柱形聚光器的设计

设计圆柱形聚光器，如果已知棒状工作物质的直径为 4 泵浦灯安装在距离圆柱形聚光器

的轴心 O 为 eR(R 为圆柱的内半径)的地方(图剖，则为了保证聚光，根据定理 1，应有

2 1~62 R";;;;"d 。
又由于在安装泵浦灯和棒状工作物质时，它们之间的距离有

一个限度，设最小为纭，则
04 \F R e--

Ed--4 
+ R av 

因比

节等唱R .，;;;;" 专(仨1) d, 份

图 3 。<e 喝玩鄂丐一号。 (5) 

例如，已知 d=6， 2c=24， 则代入(5)式求得 e~0.243，若取 e=O.24，则代入 (4)式求得

48.5~R";;;;"49 。

考虑安装的方便，人们习惯上将棒状工作物质和氨灯安装在与轴心等距离的地方。这时

为保证圆柱形激光腔体聚光，可以运用下面的定理。

定理 2. 从单位圆内一点 S (,- e, 0) (0<e<1) 支出的光线，其反射光线都照射到以点
E怡， 0)为圆心， '1'0 为半径的圆内;

Å/τ -J亏as ，
这里当 O<e";;;;"工一时，.'1'0<二三，-一";;;;"2e3，

.../2 -e 
.f亨-.J2e:a

当γ<e<1 时，以M〈?「
...; ~-e 

因此，当所设计的圆柱形聚光器之内径 D满足条件z

i主主 D<;.d
，，~ -e 

时，就能保证聚光。

又因

代入上式求得

eD=2c, 

D注与~+.../zc" (6) 

若将前例的 d=6， 2c=24 代入 (6)式，则求得 D~112.97; 又如 d=10， D=绍，则 2c嘎

18 。

现在我们来证明定理 2 。

由于点 E巾， 0)到任一反射线 (2) 的距离z

.87. 



州)=-Je2旦旦旦L一《一 [e2 归队_1=句。
--/1十 e2十 2e∞s rp ~--/1十 e2十 2e ∞@伊。

其中例是使距离叫树 (1φI~π)取得最大值何时 φ 所取的值。伊。适合下面的方程:

4sm2仰os2φ(1十e2 +2ecos 伊) +2esi丑伊吕in 22φ_ÎI
(1十e2十 2e∞S 伊) 2. ~， 

即 3ecos3φ十2(1个e2)∞S2 伊-e∞sφ一 (1十e2) =0 。

可以证明3 该方程的根如满足不等式
Jf 

特别当 。<e<豆豆时. cosω。>-(主十五互L
飞V 飞 2 ""..,1, .................lv... 飞 4' 2 /υ 

因此，当阳《子时P

俨。 e21sin2伊01 < 62 1 位丑 2φ01

。一〉山十却仰伊。\矿山一叶十孚)

《 62 〉丁r62 
一

γ (1二丑E 一百五。

当字。<1 时，

2621 sin φo cos 仰 1 ~ 262 1sinψ01 .~ .. Ul _V言飞<:i 6 。定理 2 获证。'1'0= 万1十62 +26 ∞S 伊o 〈 dnz 仰十 (6十cos 阳)2 ~~6"<寸言写

根据定理 2 设计的圆柱形聚光器，一般要比根据定理 1 设计的大些。如果要求激光器的

结构紧凑体积小p 希望聚光器比由 (6)式或 (4) 、 (5) 式计算出来的还要小，我们可以采用横截面

如图 4 所示的两段圆弧(粗线所示)形聚光器。由于计

算上遇到困难，我们改用画图的办法来判断是否满足

聚光要求。具体画法如下(参见图 2):

(i) 作单位圆 0，在圆 O 内取一点 S， 使 OS=6=

sm 怜为预先适当选定的P 例如取。=去)，作 SM3上
。S 交圆周于 M3。以 OMs 为直径作因交①0(6) 于

点 Ss;

(ii) 作出焦圆 F(圆心为 (1~e2' 0)， 半径为
兰才，并作它的一条切线 SsD (用来近似代替一段
象点曲线); 图 4

(泣i) 设 SF 交①O(e) 于点 S， 取 SKs 的中点 S' (OS' -LOMs) ，量出点 S' 到 S3D 的距离

.s(功(例如 8 (去)~0 ， 13)。则当胁(以明为所设计的聚光器的圆弧半径)，且 eR∞s3

..38. 



~C 时符合要求。

如果还不合要求s 可适当减小 e， 重新画图作判断。当然根据上述画法而造一张 8=8(e)

的函数图表3 根据它设计就更加简便。在上述画法中3 点 8' 是取的重品的中点。、也可以将
点 8' 取得较接近于点也，这样聚光的要求容易达到3 但会使得照到点 A 附近的光线有更多

的部分反射不到位于点 8' 处的棒状工作物质上而损失掉，从而影响聚光效率s 这是需要出

意的。

…、 圆弧的成象规律

在第一部分，我们已经指出3 位于 8(-e, 0)的点光据经圆周上点 M仰伊，由φ) 附近的

一小段圆弧(实际上是圆弧绕半径。M旋转所成的球面镜.M 为镜的顶点)反射后所成的象就

位于点 8'(X， Y)处(这里的 X、Y 由 (3)式所确寇)。为了应用的方便起见3 下面我们来找出物

gE:U(U= 1 SM 1 = v'1+e2 +2e ωsψ)、象距 ω (\ '11 1= !M8'\ =v'(X-co日φ严+(Y~血φ)2)以及

焦距f(凹镜f=去，凸镜f=- ~)之间的关系。
改用它的另一形式。

由于直接根据 (3)式来推导太繁3 所以我倪

设射到镜的顶点 M 处的光线之入射角为 8 (\81<号)，则
usm8=esin φ， U ∞目。=土 (1十ec佣 φ1) , 

(参见图 1，凹镜取正号3 凸镜取负号)。

故 mφ+es恒 2俨6 由1φ ∞B 伊+(l+ec佣伊周叫=刊丑(8土φ) ，

G倒伊+e∞s2φ= (l+e cos 伊I)C倒伊-esin 伊∞Sφ= 土 ucos(8土 φ) ，

从而反射线方程 (2)可以改记为

￠剖n(8土ω 平 '!J cos(8土ψ)-si丑。=0 (2') 

其中。是伊的函数3 由 sin8=旦豆豆旦; co鸣。=土 (l+ec佣伊L(u= 、11+e2 +2e ωgφ)决定。
u 切

解得

因此反射线族 (2') 的包络线可由方程组

{xm问)平Y∞s(O土伊)一归阳，

({)'土 l)X cos(8土φ) 土(B'土 1) Y由(8土伊)-8' 棚。=0，

{ 删飞忱切叩删叫叫(但0X=c∞osqφ9平
。'士 1

Gos 8 sin(8土φ)
Yz剑丑 rp- --8-' 士 1

由归。=咛旦(u=v1+泸+2e叫)对伊求导得

故

。F ∞Is8=!:.lß ∞sφ+ (13 sinφ)2U-1=tlßCOS φ十usin2 8
u2 

1+eco叫一∞S28 土 cos 8一旦旦旦。
u u 

8' ::l: l= 土 2一旦旦旦。
悦'

(3') 

.39. 



因比

_ 1导

ftp 

Ivl=.../(X一∞s创刊Y-sin φ)2= I元~ 1, 

I!I=障:1= 1 1 

丐忑e--UT

111 

U 土专∞目。 旷

1 . 1 1 
一....._=一
切 ''1) f ω，se 。

这样我们就得到了一般的球面镜成象公式:

1 . 1 1 
→→一-

u v fcos (j 。

式中 u 为物距(份。，)，。为象距(川为实象， v<O 为虚象)， f为焦叫凹镜f=号，凸镜 f=

-39R 为球面半径)，。为光线的入射角。
如果以球面镜的顶点 M 为极点3 主光轴为极轴建立如图 5所示的极坐标系，则根据球面

镜成象公式知道3 位于圆 p=Uocos e 上的发光点 S， 它的象 S' 位于圆 ρ= '1)0 ∞，se 上(谓之保圆

1 . 1 1 
性)，这里 Uo、心。满足关系式一一+-=::.-=丁。特别当 vo= Uo=2f=R 时，发光点 S、象点 S' 位uo Vo .7 

于以凹镜的半径 OM为直径的一个圆上3 这个国特称为罗兰圆(就是图 8 中以 OM4 为直径

的圆)。

σ 

图 5 

; 致读者 : 

1 英明领袖华主席对科学工作做了重要指示，发出 T 阶级斗争、生产斗争和科学实 ; 

j 验三大革命运动一起抓的号召，极大地鼓舞了科技战线的广大科技人员为卒，命搞科 2
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